Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ABZ4768 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/18/88 R/DT 07/18/88 CC STATmmE/Ll 
010: : |a 03002209 
035/1: : [ a {RLIN)MIUG86-B14807 
035/2: : ja (CaOTULAS)160317343 
040: : JcMnU idMnU jdMiU 
041:1 : I a ger | h ita 
050/1:0: |aQA191 jb.P26 
100:1: I a Pascal Ernesto, |db. 1865. 

245:04: | a Die Determinanten. | b Eine Darstellung ihrer Theorie und 
Anwendungen mit Rücksicht auf die neueren Forschungen. 
250: : | a Berechtigte deutsche Ausg., | b von Dr. Hermann Leitzmann. 
260: : ja Leipzig, |bB. G. Teubner, (cl900. 
300/1: : | a xvi, 266 p. |c23cm. 

490/1:1 : \ a Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete der mathematischen 
Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen, ] v Bd. 3 
500/1: : | a Original Italian edition, 1897. 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: . 



y Google 



B, G. TEUBNER'S SAMMLUNG VON LEHRBUCHERN 

AUF DEM GEBIETE DER 

MATHEMATISCHEN WISSENSCHAFTEN 



EENESTO PASCAL, 

ORB. rROFESSOIt AN DER KÖNIGE, UNIVEESITÄT ZU P. 



DIE DETERMINANTEN. 

EINE DAKSTELLUNa 

IHRER THEORIE UND ANWENDUNGEN MIT RÜCKSICHT 

AUF DIE NEUEREN PORSCHDNHEN. 

BERECHTIGTE DEUTSCHE AUSGABE 



Db. HERMANN LEITZMANN. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1900, 
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Vorwort des Verfassers. 

Über die Determinanten sind, zumal in der letzten Zeit, seiir 
viele besondere Untersuchungen angestellt worden, die aus mannig- 
facken Gründen in den Lehrbüchern noch nicht haben Berücksich- 
tigung finden können. 

Ich habe es mir zur Aufgabe gemacht, auf knappem Raum alles 
derartige, soweit es mir möglich, zusammen zu bringen, damit im 
vorliegenden Buche alle diese Untersuchungen mehr oder weniger aus- 
führlich an der ihnen gebührenden Stelle behandelt würden. 

Aus diesem Gesichtspunkte hege ich das Zutrauen, dass mein 
Buch denen einige Hilfe wird bieten können, die sich von den man- 
cherlei Fortschritten, die in diesem Zweige der Analysis bisher ge- 
macht worden sind, eine Vorstellung bilden wollen. Und es genügt 
ja, das Inhaitsverzeichniss dieses Bandes zn durchlaufen, um gewahr 
zu werden, dass hier eine ganze Menge von Gegenständen vereinigt 
ist, die nun zum ersten Male in einem Lehrbuche über Determinanten 
ihren Platz finden. Es erscheint dies um so bedeutsamer, wenn man 
daran denkt, dass gai' oft der Grund dafür, dass ein Schriftsteller 
Dinge, die schon längst bekannt sind, als etwas Neues veröffentlicht, 
vorzüghch in der Thatsache zu suchen ist, dass solche Gegenstände 
eben noch nicht in die Lehrbücher aufgenommen worden sind, denn 
die vermitteln wohl ohne Zweifel die Verbreitung der Forschungs- 
ergebnisse am Besten. Beispiele hierzu giebt es gerade in der Lehre 
von den Determinanten genug; brauchen wir uns doch nur der 
mancherlei Arbeiten zu erinnern, die einander gefolgt sind bei der 
Behandlung der Klasse von Determinanten, die mit den Unterdeter- 
minanten einer anderen gegebenen gebildet sind. 

Das vorliegende Buch ist in zwei Abschnitte geschieden; inner- 
halb des ersten ist alles das enthalten, worum ein Anfänger in diesem 
Gebiete sich würde zu bemühen haben; im zweiten, sehr viel aus- 
gedehnteren Theile finden sich mit allen Einzelheiten bibliographischer 
Anmerkungen die besonderen Forschungen, von denen oben gesprochen 
worden. 
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IV Vorwort des Verfassers. 

Ich bin auf die geometrischen Anwendungen nicht allzii sehr 
eingegangen, weil ja die Determinantenlehre gewissennassen bei jedem 
Schritt, den man in der analytischen Geometrie zu thun hat, sich an- 
wenden läast, und weil ich denke, wie auch Günther es schon in der 
Vorrede zu seiner werthvollen Behandlung unseres Gegenstandes gesagt; 
hat, ein Buch Über Determinanten sollte nicht ein Buch über analy- 
tische Geometrie werden. 

Pavia, im Frühhng des Jahres 1890. 

Ernesto Pascal. 

Für die vorliegende deutsche Ausgabe meines im Jahre 1897 in 
italienischer Sprache (im Verlage von Hoepli in Mailand) erschienenen 
Buches habe ich verschiedene Zusätze und Änderungen verfasst und 
desgleichen einen kurzen Abriss von der geschichtlichen Entwicklung 
der Determinantenlehre beigegeben. 

Herrn Dr. Leitzmann spreche ich meinen lebhaften Dank aus 
und hege die Hoffiiung, dasa die Übersetzung, die von ihrem Heraus- 
geher mit wirklicher Liebe und vielem Verständniss besorgt worden 
ist, bei mathematischen Lesern des gelehrten Deutschlands günstige 
Aufnahme finden werde. 

Pavia, im April 1900. 

Eniesto Pascal. 



Vorbemerkung des Herausgebers. 

Der wachsende Umfang der mathematischen Wissenschaften, ihre 
Vielseitigkeit in Lehrgegenständen und Methoden hat naturgemass 
ein Streben zur Folge, das darauf ausgeht, den einheitlichen Zu- 
sammenhang der gesonderten Wissenschaftszweige erkennbar zu er- 
halten und ihre gegenseitige Wechselwirkung zu beleben. Es sind 
Erscheinungen gesellschaftlicher und literarischer Art, die von der 
Bedeutung dieses Zielpunktes für den Entwicklungsgang der neueren 
Mathematik Zeugniss ablegen und unter den letzteren treten hervor 
die Bemühungen um die Erkenntniss der Geschichte der Wissenschaft 
und die Werke von enzyklopädischer Art, im Anschluss hieran auch 
B. G. Teubners neueste Sammlung von Lehrbücheni, der der vorliegende 
Band eingereiht worden ist. 
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Vorbemerkung des Heraiisgebers. V 

In Hinsicht auf Bestrebungen, die den Zusammeuschluss der 
mathematischen Forsehungen zum Ziele haben, nimmt die Determi- 
nautenlehre wohl eine bevorzugte Stellung ein, insofern sie an und 
für sich vermöge der weitgehenden Anwendbarkeit ihrer Algorithmen 
und Ergebnisse zu einem Bindeglied zwischen den verschiedensten 
Lehrgebieten befähigt und bestimmt scheint. Als „Werkzeug der 
Algebra und Analysis" haben die Determinanten in stetig erweitertem 
Umfange die hohen Erwartungen gerechtfertigt, mit denen ihr Erfinder 
Leibniz vor zweihundert Jahren seinen Gedanken gelehrten Freunden 
angekündigt hat. Und damit ist die Lehre von den Determinanten 
auch zu einem Hauptabschnitte der Propädeutik des höheren mathe- 
matischen Unterrichts geworden, denn von der miheren Bekanntschaft 
und der Leichtigkeit im Gebrauche dieses Werkzeuges hängt zu einem 
wesentlichen Theile für den Jünger der Wissenschaft ein leichtes und 
sicheres Fortschreiten ab. 

Die vorliegende deutsche Ausgabe der „I determinanti" Eraesto 
Pascala schliefst sich, abgesehen von mehreren umfänglichen Ände- 
rungen und Zusätzen des Herrn Verfassers, im Teste so eng, als thun- 
lich schien, der Urschrift an, Text und Literaturbericbte habe ich 
durchgearbeitet und insonderheit den letzteren eine aufmerksame Prü- 
fling zu Theil werden lassen. Mir schwebte dabei lange Zeit als Ziel 
vor, der Leser solle in dem Buche wenn auch nur anhangweise die 
geaammte erreichbai^e Determinantenliteratur vorfinden, nach Stoffen 
geordnet und mit kurzen inhaltlichen Vermerken versehen. Meine 
dahin gehenden bibliographischen Bemühungen konnte ich jedoch bis- 
her nicht abschliessen und ein Anhang, der nicht in diesem organischen 
Zusammenhange mit dem abhandelnden Texte des Buches stünde, 
scheint mir neben den von Anderen gegebenen, chronologisch geordneten 
Literaturübersiehten entbehrlich. Ich hoffe, daas es mir möglich sein 
wird, meine Vorarbeiten bald zu Ende zu fuhren und in einer beson- 
deren Veröffentlichung vorzulegen. Überdiess bietet sich dem, der den 
angezeigten Quellen nachgeht und die zum Vei'gleiche aufgeführten 
Lehrbücher^) benutzt, von selbst der Zugang zu einer grossen Zahl 
von weiteren einschlägigen Aufsätzen. Bemerkt sei hier, dass Muir 
im Quarterly Journal of pure and applied mathematics, Bd. 18 (1882) 
[110—149] und Bd. 21 (1886) [299—320] eine „list of writiugs on 
determinants" in zeitlicher Folge und eine „sapplementary list" ge- 
geben hat, dasB in den Jahrbüchern über die Fortschritte der Mathe- 

1) Scott in A treatise oii tlie theory of determinants (1880) nennt allein 
etwa 130 die Determinanten betreffende Abhandlungen, die hier nicht vorkommen. 
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VI Vorbemerkung des Herausgebers. 

jnatik, anfangend mit dem Jahre 1868, in der Revue semestrielle des 
publications mathematiques seit 1892 regelmässige Anzeigen über die 
neuesten Erscheinungen der Determinantenliteratnr sieh finden. Muir 
verzeichnet in seiner ersieren Veröffentlichung die Arbeiten aus der 
Zeit von 1693 — 1880 einschliesslich, er liefert in der zweiten einen 
Nachtrag und führt die Übersicht bis zum Jahre 1885 fort. 

Dem Lernenden wird es in mancher Hinsieht förderlich sein, 
wenn er sich an Hand der vorhegenden Darstelluug mit den Deter- 
minanten erst vertrant gemacht hat, auf Abschnitte des viel erwähnten 
Baltzerschen Buches zurückzugreifen. In letzterem sind in grösserer 
Breite gewisse Anwendungs- und G-renzgebiete unseres Stoffes behandelt, 
so beispielsweise Bes-iehungen zur Integration der linearen Differential- 
gleichungen § 9. 3 — D, zu den linearen, insbesondere den orthogonalen 
Substitutionen § 14. 7 — 8, 10^ — 14, zu den bilinearen und quadratischen 
Formen § 6.5—9, § 7.3 — 5 (Kroneekers Subdeterminantenformel), 
§ 13, dann Anwendungen im Gebiete der Geometrie und zwar in § 15: 
Die Dreiecksfläche und das Tetraedervolum, in § 16: Produkte von 
Strecken, Dreiecken, Tetraedern, in § 17; Polygonometrische und polye- 
drometrisehe Relationen. An die von Baltzer zu Ende seines § 16 
angezeigten Abhandlungen, insonderheit Frobenius, Anwendungen 
der Determinantentheorje auf die Geometrie des Maasses, Journ. f. Math. 
Bd. 79 (1875) [185—247] schlieset sieh an Study, Über Distanz- 
relationen, Zeitschr. f. Math. Jahrg. 27 (1882) [140—159]. 

Was die Geschichte der Determinanten betrifft, so möchte ich, 
die Bemerkungen des Herrn Verfassera ergänzend, hier noch auf 
einen Aufsatz von C. I. Gerhardt aufmerksam machen, der unter 
dem Titel: Leibniz über die Determinanten sich findet in den Sitzungs- 
berichten der Akademie der Wiss. zu Berlin. Jahrg. 1891. 1. [407—423] 
und auf das umfangreiche Unternehmen von Muir: The theory of 
determinanfcs in the historical order of ita development. Part 1, De- 
terminants in general, durchgeführt bis zum Jahre 1844 in einer 
Reihe von Aufsätzen in den Proceedings der Royal Society of Edin- 
burgh voL 13, 14, 15, 16 (1886 — 1890), gesondert erschienen unter 
gleichem Titel London (Macmillan 1890). (Vergleiche Fortachr. d. 
Math. Bd. 22. 1890. S. 41.) 

Zum Sehlnss möchte ich den Leser bitten, im voraus die nach- 
stehend verzeichneten Zusätze und Berichtigiingen des Textes zu be- 
achten, und auf die beiden anhangweise von mir gegebenen Verzeich- 
nisse aufmerksam machen, aus deren einem die benutzten oder ange- 
führten Quellen zu ersehen sind, während das zweite dem Überblick 
und theilweise der inneren Anordnung des Stoffes dienen will. 
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Vorbemerkung des Herausgebei-s, VII 

Herrn Professor E, Pascal spreche ich meinen aufrichtigen Dank 
aus für die Geneigtheit, mit der er mein Vorhaben der Übersetzung 
seines Werkes begrüsst und für die thätige Theilnabme, die er der 
Ausgabe durch Mitfcheilung von Zusätzen und Änderungen und mit 
Durchsicht der Korrekturbogen gewidmet hat. Desgleichen danke ich 
den Herren Professoren Beke, Engel, Gutzmer und Herrn Privat- 
dozenten Dr. H. Grassmann für mancherlei Rathschläge und Förderung 
bei meiner Arbeit, Herrn Prof. Engel insonderheit für seine Mühe- 
waltung bei Lesung der Korrekturen, der Verlagahandlung aber für 
ihre gefällige und thatkräftige Beförderung. 

Halle-Giebichenstein, Pfingsten 1900. 

Hermann Leitzmaiin. 
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Bericlitigungen und Zusätze. 

Als Zusatz zu S. 36 diene: Die Regel von Sarrus lautet ursprünglich v 
folgt. Ist die Determinante der dritten Ordnung 
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wobei dnrcli die Pfeile sechB schiefe Schnittlinien angedeutet sind. Man ver- 
hinde die einer jeden augehörenden Elemente unter einander durch Multiplika- 
tion und gehe den dadurch entstehenden sechs Gliedern das Zeichen -|- oder — , 
jenaehdem die hetreffende Schnittlinie von der Linken zur Rechten oder von der 
Rechten zur Linken geht. 

Die im Test gegebene Anweisung Bur Bildung der sechs Glieder weicht 
nur im Ausdruck ab. 

S. 41 Zeile 8 lies J statt A. 

S. 55 Zeile 5 und 6 lies: der eich leicht auch auf den Fall nicht diago- 
naler Minoren ausdehnen lässt. 

S, 71 Zeile 7 von unten ist anzufügen: —• Cajlej, Coli. matb. pap. vol. 4. 
Cambridge 1891. S. 43 u. 53. 

S. 114 Zeile 8 und 9 lies: knöpfen auch zwei Arbeiten von Siacci an, 

8, 119 Zeile 3 lies: femer statt nämiich. 

S 169 ff. Hier wird der Leser an mehreren Stellen leicht die Bezeichnung 
Komplement durch das Attribut algebraisch er^nzen. 

8. 185 Zeile 10 füge hinzu: (1868). — Ausserdem ist in diesem Literatur- 
bericht aus Verseilen ausgefallen und an gehöriger Stelle nachzutragen: 

V. Szüts, Zur Theorie der kubischen Determinanten. Math Ber, aua Ung. 
Bd. S (1890) [199—217], 
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Verzeichniss der angefUlirteii Zeitscliriften. 

Amei-. Jouni, — Ameriuaa Journal of pure and applied mathematica, 

Ac. de Belg. Bull. — Bulletin de Tacadöniie de Belgique, 

Ann. 80C. sc. Brus. — Annales de la societö scientiffque de Bruselles. 

Danske fort. — Overaigt over det dauake Videnskabemes Selskabs Forhaadlinger. 

Tidsskr. i'. math. — Tidsskrift for mathematik (Tychsen). 

Ak. Berlin Abb. — Abbandlungen der Kgl. PreuBsisoben Akademie der Wisaen- 
BChaften au Berlin. 

Akad. Berlin Monatsber. od. Ber. — Monatsberichte, Sitzungsberiehte der Aka- 
demie zu Berlin. 

Math. Mitth. Sitzber. Berlin — Mathematische und naturwieeenauhaftliche Mit- 
theilungen aus den Sitzungsberichten der Kgl. Preusaischen Akademie der 
Wissenscbaften zu Berlin. 

Ges. d. Wiea. Göttingen Abh, od. Nachr. — Abhandlungen, Nachrichten der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 

Ges. d. Wiaa. Leipzig. Ber. — Berichte aber die Verhandlungen der Egl, Sächsi- 
schen Gesellswiaft der Wissens chaften zu Leipzig. Mathematisch-physische 
Klasse. 

Akad. München. Abh. — Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Klasse 
der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften. 

Phya, Med, Soc. Erlangen. Ber. — Sitzungsberichte der physikalisch-medicinieohen 
Societät zu Erlangen. 

Joum. f. Math. — Journal für die reine und angewandte Mathematik (Grelle). 

Zeitschr. f. Math. — Zeitschrift für Mathematik und Physik (Schlömilch). 

Areh. d. Math. — Arohiv der Mathematik und Physik (Grunert). 

M. A. (Math. Ann.) — Mathematische Annalen, 

Act. math. — Acta matbematica. 

Portschr. d. Math. — Jahrbücher über die Fortechritte der Mathematik. 

Bibl. Math. — BibJiotheca mathematica, Zeitschrift für Geschichte der Mathe- 
matik, 

... — Annalen der Physik und Chemie (Wiedemann). 

Phil. Trans. — Philosophicat Transactions of tho Royal Society of London. 

Edinburgh Trans. — Tranaactions of the Eoyal Society of Edinburgh. 

Phil. Mag. — The London, Edinburgh and Dublin Philosopbical Magazine and 
Journal of Science. 

Mess. of math. — The Mesaenger of mathematica. 

London Math. Soc. Proo. — Proceedinga of the London matheraatical Society. 

Cambr. Dubl. math, Joum. — The Cambridge and Dublin mathematica! Journal. 

Qu. Jonrn. — The Quarterly Journal of pure and applied mathematics, 

C, E, — Comptes rendus hebdomadaires des seances de l'Aoadömie des Sciences 
(Paris). 

Jonrn. de l'6a. pol. — Journal de l'^cole polytechnique, 

Ann , de l'i5o, norm. — Annales scientifiques de l'^cole normale supörieure. 

Jonrn. de math. — Journal de mathömatiques pures et appliqu^es (Liouville). 

Nouv, ann, (de math,) — Nouvelles annales de mathematiques. 
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X TerBeicknisa der angefiilirten Zeitschriften. 

Bull. sc. math. — Bulletin des soiences mathömatitiues et astronomiques. 
Bull. BOG. math. de Fr. — Bulletin de la aoaiiti math^matique de France. 
NouT. corr, math. — Nouvelle correspondance mathömatique (Catalan, Mansion). 
Acc. Line. Mem. od. Eead. — Atti della E. Accademia dei Linoei, Memoria, 

Bendiconti dellii classe di scienze fisiche, matematiche e natural!. 
Ist. Lomh. Mem. — Memorie del R. Istituto Lomhardo di scienae e lettere. 

Classe di scienze matematicbe e natural!. 
Acc. di Tor. — Atti della E. Accademia delle scienze di Torino, 
Atti Ist. Ven. — Atti del R. Istituto Veneto di seienze, lettere ed arti. 
Mem. d. soc. ital. d. seienze — Memorie di matematica e di fisica della societä 

italiaaa delle seienze. 
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matematiche e fisiche puhhlicato da Boneompagni. 
Akad. Wien, Denkschr. od. Ber. — Denkschriften, Sitzungsberichte der Kais. 

Akademie der Wissenschaften zu Wien, matkematisch-naturwissenaehaftliehe 
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AMss der geschicMlichen Entwicklung der Determinaiiteiilehre. 

Erst um die Mitte des Jalirliunderts hat sich die Lehie \oii den 
Determinanten zu dem systematischen Gebilde eines Wissenschafts- 
zweiges verdichtet. Jedoch hatte auch sie, wie alle Lehrbegriffe, ihie 
entfernten Vorläufer und ihre Entwicklung nahm einen langsamen 
Verlauf. 

Wie dies auch bei anderen Lehrgebieten begegnet, wie zum Beispiel 
die Variationsrechnung bekannt er masaen bei Gelegenheit des beiuhmten 
Problems der Brachistochrone ihre Entstehung fand, so begann auch 
die Beschäftigung mit Determinanten aus Anlass einer bestimmten 
Aufgabe; und dies war die Elimination der Unbekannten aus lineaien 
Gleichungen, 

Zuerst nahm Leihniz den Vortheil wahr, der sich bei der Eli- 
mination eines Systems von linearen Gleichungen dadurch gewinnen 
liess, dass man als Koeffizienten „des nombres au iieu de letti'es", wie 
er selbst sich ausdrückt, benutzte. Und er verstand hierunter im Grunde 
das Verfahren, Zahlen nicht als Grössen, sondern als Indices zu 
verwenden, bei deren angemessener Vertauschung er voraus ahnte, 
von einem Glied der Eliminante zum anderen übergehen zu können. 
Aufzeichnungen von Leihniz, in denen er diese Gedanken angedeutet 
und benutzt hat, sind: ein Brief an seinen Freund L'Hospital vom 
28, April 1693, eine Mittheilung an ihn über die Methode der Tan- 
genten, Ende 1694, und eine Abhandlung in den Acta Eruditorum 
vom Jahre 1700 (Responsio ad Dn. Nie. Fatii Duillierü imputationes). 

Die Schriftsteller nach Leibniz, welche denselben Gedankengang 
befolgten, waren der Ordnung der Zeit nach: Gramer (Introduction 
ä l'analyse des lignes courbes algebriques, Geneve 1750), der die 
Regel zur Bildung des Ausdrucks der Wurzeln eines Systems linearer 
Gleichungen fand, Bezout (Recherches snr le degre des equa- 
tions resultantes de l'evanouissement des inconnues. Hist. de 
l'academie de Paris 1764), Laplace (Recherches sur le calcul inte- 
gral etc. Hist, de l'acad. de Paris 1772), der eine andere Bezeichnungs- 
weise anwandte, indem er nämlich einen Zahlenindex in der Höhe 
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Abriss dei' geschichtlichen Entwicklung der Deteriainaatenlehi'c, SV 

zur Linken jedes Buchstaben setzte, Vandermonde (Memoire sur 
r^limination, Hist. de l'acad. de Paris 1772), der noch eine weitere 
verschiedene Bezeichnung benutzte, die in ihrer Anwendung zu sym- 
bolischer Darstellung einer Determinante an die sogenannte „umbral 
notation" von Sylvester erinnert. 

Lagrange kam bei seinen Untersuchungen über die Rotations- 
bewegung eines Köi-pers und über die Anziehung der Sphäroide (Mem. 
de Berlin 1773) auf gewisse Bildungen, die Determinanten dritter 
Ordnung sind. Es gelang ihm, einige grundlegende Eigenschaften 
derselben aufzudecken, der Art, wie wir sie jetzt von den sogenannten 
reziproken Determinanten aussprechen, und in denselben Gedanken- 
gang trat ein wenig später Gauss ein, indem er binäre und temare 
quadratische Formen und deren Transformationen behandelte. Die 
Diskriminante einer solchen Form wurde von Gauss „Determinante" 
genannt und hier fand der Name seinen Ursprung, der danach in der 
Folge stets gebraucht worden ist. 

Aber Cauchy war der Ruhm vorbehalten, das Erbe seiner Vor- 
gänger zusammen zu fassen mid einen so ansehnlichen Beitrag dazu 
zu liefern, dass er gewiss er massen der wahre Begründer der Deter- 
minantenlehre geworden ist. 

Ausgangspunkt für diesen mathematischen Genius war die Theorie 
der alternierenden Funktionen in einer Abhandlung vom Jahre 
1812 (Journal de l'ecole polytechnique, Cah. 17. 1815). In dieser 
Abhandlung stellte der Verfasser in allgemeiner Form alle grund- 
legenden Eigenschaften der Determinanten M-ter Ordnung auf, die 
Regeln für die Entwicklung, die Eigenschaften der Reziproken, die er 
Adjunkte nannte, die Anweisung für die Multiplikation zweier De- 
terminanten, und mehreres Andere. Indem er einem schon von Gauss 
für besondere Fälle gegebenen Beispiele folgte, begann er auch damit, 
die n^ Elemente der Determinante in einer quadratischen Matrix an- 
zuordnen, doch benutzte er sehr viel öfter die Darstellung durch das 
andere Symbol S (+ «i, flgs - ■ ■ «»«)• 

Was jedoch die Regel für die Multiplikation anlangt, so haben wir 
zu bemerken, dass diese auf einem verschiedenen Wege gleichzeitig 
auch von Binet gefunden worden war und veröffenÜicht in einer 
Arbeit, die abgedruckt steht im vorausgehenden (16.) Heft des Journal 
de l'ecole polytechnique. Deshalb wird diese Anweisung auch von 
Einigen die Regel von Binet genannt. 

Die Lehre von den Detei-minanten war somit in ihren wesent- 
lichsten Punkten abschliessend begründet, doch blieb sie noch 25 Jahre 
unbeachtet, bis 1841 die berühmten Abhandlungen von Jacobi (Grelles 
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XVI Abriss der geBohichtlichen Entwicklung tler Determinantenlehre. 

Journal Bd. 22) erscMenen : De formatione et pvoprietatibua 
determinantium und De determinantibua functionalibus, die 
die Aui'merlrsamkeifc der Mathematiker wiederum auf die Wichtigkeit 
dieses Lehrbegriffs lenkten und auf die Vortheile, die sich mit seiner 
Hilfe für andere Zweige der Analysie und der Geometrie erwarten 
lieasen. Auf die Abhandlungen Jacobia folgten zwei andere Einzel- 
darstellungen, eine von OayLey (Transactions of the Cambridge Phil. 
Soc. vol. 8 (1849) Part I) und die andere von Spottiawoode (Grelles 
Joiimal Bd. 51) und danach kamen zum Scliluss systematische Schriften. 
Die erste vollständige Bearbeitung dieser Art war die von Brioschi 
(Pavia 1854), der die von Baltzer (Leipzig 1857) und von Trudi 
(Napoli 1862) folgten. Von Baltzers Werke hat man noch vier weitere 
Auflagen (1864, 1870, 1875, 1881) und eine Übertragung ins Fran- 
zösische zu verzeichnen, von Brioschi eine französische und eine 
deutsche Übersetzung. 

Von den neueren Schriften wollen wir anführen die von Studniöka 
(Prag 1871, 2. Aufl. 1899), von Hoüel (Paris 1871), von Hesse 
(Leipzig 1872), von Dölp (Darmstadt 1874), von Mansion (Elements 
Paris 1875, Introduetion. Gand 1876, von beiden neueste deutsche 
Ausgaben: Leipzig 1900 und 1899), von Günther (2. Aufl., Erlangen 
1877), von Dostor (Paris 1877), von Scott (Cambridge 1880), von 
Muir (London 1882), von Gordan (1. Bd. der Vorlesungen über 
Invariantentheorie. Leipzig 1885). 

Das Buch von Günther enthält ausführliche bibliographische An- 
zeigen für jeden Theil des Lehrgebietes und eine historische Übersicht 
über seine Entwicklung. Diese Darstellung, sowie die schätzbaren 
Abhandlungen von Studnicka (Über die Entwicklung des Determi- 
nantenbegriffs, Prag 1876 und Aug. Cauchy als formaler Begründer 
der Determinantentheorie, Prag 1876) sind zur Abfassung dieser 
wenigen geschichtlichen Angaben benutzt worden. 
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Erster Theil. 
Grundlagen des Rechnens mit Determinanten. 

% 1. Gnindlegende Ertläningen. 

Es sei n eine ganze, positive Zahl, und eine Anzahl von n^ Grössen 
gegeben. Die Buchstabea zur Bezeichnung dieser Grössen sollen in 
dem Baum eines Quadrates vertheilt werden, indem man auf einer 
ersten Zeile n Ton ihnen anordnet, auf einer zweiten Zeile und zwar 
spaltenweise den vorausgehenden zugeordnet wiederum n derselben 
und so foi-tfähi-t, bis man die »-te Zeile gebildet hat. 

Um in den weiteren Betrachtungen desto leichter und von einem 
gewissen Ebenmaass begünstigt vorwärts schreiten zu können, erscheint 
es von Vortheil, die gedachten n^ gegebenen Grössen auf eine be- 
stimmte Weise darzustellen. Wir werden im Besonderen mit a^, die- 
jenige unter ihnen bezeichnen, welche bei der Anordnung im qua- 
dratischen Schema die s-te SteUe auf der r-ien Zeile einzunehmen 
haben wird. 

Das Quadrat wird dann diese Gestaltung aufweisen: 
%j öjj ... am 



Wir nennen die Grössen a die Elemente des Quadrates. 

Wir wollen nun von diesen Elementen n hervorbeben, und zwar 
sollen sie der Art ausgewählt sein, dass keinesfalls zwei von ihnen 
derselben Zeile oder derselben Spalte angehören. Diese n Elemente 
wollen wir zu einem Produkt verbinden. Prüfen wir, auf wievielfacb 
verschiedene Weise wir ein solches Produkt bilden können. Erstlich 
leuchtet vor Allem ein, dass die n Zeilen sämmtlich werden vertreten 
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2 Theil I; g 1. Grundlegende Erklärungen. 

sein, da man n Elemente zu wählen hat und nicht zwei unter ihnen 
derselben Zeile angehÖreD dürfen. Mit anderen Worten: es wird 
unter den n Zeilen keine sein, der nicht eines und eben ein einziges 
von den ausgewählten Elementen angehört; und dasselbe kann man 
für die n Spalten behaupten. 

Wir können jetzt diese n Elemente in der Weise ordnen, dass 
das erste von ihnen ein der ersten Zeile angehöriges Element ist, das 
zweite iVr zweiten Zeile zugehört, ... das H-te aus der H-ten Zeile 
heiTÜhrt. Es wird dann das Produkt der ausgewählten n Elemente 

«n-i«ir, . . . (tiii-„ 
sein, wo (r^r^ ... /■«) eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... n vor- 
stellt. Die Pvage: Wie viele, von einander verschiedene, Pro- 
dukte dieser Art lassen sich bilden? entspricht genau der andern 
Fi-aget Wieviel Permutationeu (r^r^ ... r„) sind mit den Ele- 
menten der Zahlenreihe (1, 2, ... «) möglich? Bekanntlich wird 
diese Anzahl dargosteRt durch ra! und daraus lasst sich schliessen, daas 
man w! Produkte der vorbezeiehneten Art bilden kann. 

Man versehe nun jedes derartige Produkt mit einem Vorzeichen, 
und zwar mit dem Zeichen -|- oder — , jenachdem die Permutation 
der Indices (r^r^ ... r„) eine gerade oder ungerade Permutation ist. 
Wie man aus der Lehre von den Kombinationen weiss, werden dann 
hier -^(m!) Produkte mit dem Zeichen + und eben soviele mit dem 
Zeichen — auftreten. 

Die algebraische Summe aller so gebildeten Produkte 
mit den ihnen zugehörigen Vorzeichen nennt man die Deter- 
minante der «^ gegebenen Grrössen. 

Einer durch Cayley eingeführten Bezeiehnungs weise gemäss pflegt 
man die Determinante mit dem Symbol 



darzustellen oder auch, Cauchy zufolge, durch: 

Man nennt die Zahl n die Ordnung der Determinante. 
Pjs l'ässt sich leicht bemerken, dass alle Glieder der Determinante 
aus dem einen 
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% 3. Wesentliche Eigenschaften der DeterraiEante. 8 

hervorgehen, wenn man die ersten Indiees unberührt läast, die zweiten 
Indicee auf jede mögliche Weise ändert und dabei jedem Öhede das 
passende Vorzeichen nach der hiefür aufgestellten Regel autheilt. 

Die Uesamnitheit der n^ Elemente, wie sie in dem quadratischen 
Schema Tertheilt sind, pflegt man eine quadratische Matrix zu 
nennen. 

Die Elemente, deren beide Indiees einander gleich sind, wie 
«ji, a,a, ... heissen gewöhnlich die Hauptelemente, und die diagonale 
Gerade des Quadrats, welche der eingeführten Bezeichnungswoise zu- 
folge eben diese Elemente enthält, pflegt man die Hauptdiagonale 
zu nennen. Die andere Diagonale des Quadrates führt den Namen der 
zweiten Diagonale. 



Oji a^^ ttjj 
«ai 0:^3 «as 



\+a^2<hä'hi + ' 






% 2. Verschiedene Bemerkungen über Determinanten und. deren 
wesentliclie Eigenschaften. 

Wir gehen dazu über, einige Eigenschaften der Determinanten 
darzulegen, die sich unmittelbar aus der begrifflichen Erklärung her- 
leiten lassen. 

1. Setzen wir eine Determinante voraus, in der sämmtliehe Ele- 
igonale angehörenden, Null sind: 
.. 



1 den der Hauptdi 
jO . 
«ssO . 



0. 

Der Werth solcher Detenninante ist gleich dem Produkte der 
Elemente der Hauptdiagonale mit positivem Vorzeichen. 

Wenn dem entsprechend in einer Determinante alle Elemente mit 
Ausnahme derer der zweiten Di^ooale Null sind, so ist diese Deter- 
minante gleich dem Produkte aller in der zweiten Diagonale enthaltenen 
Elemente, multipliziert mit dem zur Potenz ^n (n — 1) erhobenen 
Faktor (— 1). 
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4 Theil I: g 2. Wesentliche Eigenschaften der Determinante, 

Es wird nämlicli dann die Determinante augenscheinlich auf d 
einzige Glied eingeschränkt: 



Das Zeichen desselben wird nach der Anzahl der Inversionen hestiniintj 
welche in der Permutation 

(n, n - 1, n — 2 . . . 1) 

enthalten sind. Dies sind genau ^n (n — 1) . 

Ganz dieselben Ergebnisse gewinnt man, wenn in einer Detenni- 
nante nur alle Elemente Null sind, die auf einer Seite der Hanpt- 
diagonale oder der zweiten Diagonale sich befinden. 

Und so erhellt auch der Satz: 

Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Reihe 
{Zeile oder Spalte) verschwinden, so ist die Determinante 
selbst Null. 

Denn jedes Glied der Determinante soll stets ein Element dieser 
Reihe als Faktor enthalten, folglich wird jedes beliebige Glied NuU sein. 

2. Wir bähen die verschiedenen Faktoren jedes Gliedes der De- 
terminante in der Weise angeordnet, dass ihre ersten Indices die Zahlen 
1, 2, ... w in ihrer natürlichen Folge darstellen. 

Das Vorzeichen, welches dem Gliede dann zukommt, ist ein -|- 
oder ein — , jenachdem in der Permutation (r^ r^ ■ ■ ■ *■«) der zweiten 
Indices eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen ent- 
halten ist. 

Wir wollen nun annehmen, es werde die Anordnung der Fabtoren 
eines Gliedes auf beliebige Weise verändert und man habe somit aus 
dem Gliede 

dir, n-ir, ■ ■ ■ C'nr,, 

das Glied 



erhalten 


, wobei: 


(s,s 


. ...s,0, 


(h t, . . 


-Q 






zwei Permutationen 

Bedenken wir, 

Gliedes, wenn es ir 


der Zahlen 1, 2, ... n vorstellen, 
nach welcher Regel man das Zeich 
1 der letzteren Ausdrucksform auftritt. 


en 
zu 


dieses 
finden 



haben wird. 

Um von der ersten zur zweiten Form überzugehen, benutzen wh- 
eine gewisse Substitution mit Bezug auf die Elemente a oder, was 
damit üb ei-e inkommt, wir wenden auf die ersten Indices eine Sub- 
stitution an und eine ähnliche Substitution auf die zweiten Indices. 
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% 2. Wesentliche Eigenschaften der Determinante. 5 

Man kann nun jede Substitution auf eine gewisse Anzahl von 
Transpositionen (Vertauschungen zweier Elemente) zurüobfiihren, 
und jede Trausposition lässt die Anzahl der Inversionen um eine 
ungerade Zahl sieh ändern. Wenn demnach die Substitution, die 
ich an den Elementen Yomehmen will, m Transpositionen entspricht, 
so wird das folgende Verhalten ersichtlich: die Anzahl s der in der 
Permutation (Sj s^ . . . s„} enthaltenen Inversionen, vermindert um die 
Zahl der zur Permutation (1, 3, . . . n) gehörigen Inversionen (und 
diese letztere Zahl ist Null) setzt sich zu m Malen aus einer unge- 
raden Zahl zusammen; und so besteht auch die Differenz zwischen 
der Anzahl t der Inversionen von (t^t^ . . . t„) und derjenigen der 
(r^ r^ ■ ■ ■ r„), nämiieh r, m mal aus einer ungeraden Zahl. Es wird also: 
s = m (2^ + 1) 
t — r = m (2B + 1) 
und daraus folgt: 

s -|- i ^^ r + (gerade Zahl) 

Also sind die in (r^ r^ . . . r„) enthaltenen Inversionen gerade oder 
ungerade, jenachdem die Summe der Inversionen von (sj % . . . s^) 
und {tit^ ... 4) gerade oder ungerade ausfällt. 

Wir w-ollen daraus entnehmen, dass man, um das Zeichen unseres 
Gliedes unter der Form: 



festzustellen, nur zu beachten hat, ob die Summe der Inversionen 
gerade oder ungerade ist, die in der Permutation der ersten Lndices 
und in derjenigen der zweiten vorkommen. 

Auf diese Weise erscheint die begriffliehe Bestimmung der De- 
terminante nun unabhängig von der Anordnung, nach der man sieh 
innerhalb jedes Gliedes die Faktoren vertheilt denken möchte, es wird 
damit jene einschränkende Voraussetzung bestimmter Folge der Fabtoren 
wieder aufgehoben, welche wir um der grösseren Einfachheit und 
DeutUchkeit willen im vorigen Paragraphen unserer Darstellung auf- 
erlegt hatten. 

3. Wenn man in einer Determinante die Zeilen mit den 
Spalten vertauscht, oder mit andern Worten, wenn man in 
der ersten Spalte die Elemente anordnet, die die erste Zeile 
bildeten, in der zweiten Spalte die Elemente der zweiten 
Zeile und so weiter, erhält man eine neue und der ursprüng- 
lichen gicichwcrthige Determinante. 

Denn nehmen wir 
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Theil I: § 2, Wesentliche Eigenschaften der Determinante. 



»k ein Glied der Tirsprünglicheu Determinante an, so ist dies augen- 
fällig, abgeseben vom Vorzeicben, aueb ein Glied der neuen Deter- 
minante. Nur stellen jetzt, wenn man die a als Elemente der neuen 
Determinante betrachtet, die ersten Indices nicht mehr die Ordnungs- 
zahl der Zeile vor, welcher das einzelne Element zugebört, sondern 
der Spalte und ebenso wird der zweite Indes im Gegensatz gegen 
die frühere Auffassung des Gliedes die Ordnungszahl der Zeile sein. 
Das oben bezeichnete Glied, zugehörig gedacht zur Entwicklung der 
zweiten Determinante, wird das Zeichen + o^^^r — erhalten müssen, 
jenachdem die Summe der Inversionen, die in den beiden Permuta- 
tionen der ersten und der zweiten Indices vorkommen, gerade oder 
ungerade ist. Nun ist offenbar diese Zahl dieselbe, wie die der In- 
versionen innerhalb der Permutation {r^^ r^ . . . r„) aliein, und daher ist 
das Zeichen, womit man dies Glied als der zweiten Determinante an- 
gebörig zu veraehen hat, ganz dasselbe, mit dem man es auch als Glied 
der ursprünglicbon Determinante auszuzeichnen hatte. 

Da man die nämliche Betrachtung bei jedem einzelnen Gliede 
wiederholen kann, so erscheint die Richtigkeit der Behauptung ein- 
leuchtend. 

4, Wenn man in einer Determinante zwei parallele Reiben 
mit einander vertauscht, so erhält man eine neue Deter- 
minante, die der ursprünglichen gleich und im Zeichen ent- 
gegengesetzt ist. 

Offenbar ist, abgesehen vom Zeichen, ein Glied der uraprün glichen 
Determinante auch ein Glied der neuen und umgekehrt. 

Zudem, wenn 

a .h . c . ä . . . 

ein Glied der Determinante vorstellt, und die Indices der Stellen, 
welche a,h,c ... in der alten Determinante einnahmen, beziebnngsweise 



sind, so werden die Indices, die den Elementen desselben Gliedes 
innerhalb der neuen Determinante zukommen, in ihrer Gesammtbeit 
durchaus dieselben sein, aber wohl zu bemerken ist, dass unter ihnen 
ein Wechsel eintrat zweier s oder zweier r, jenachdem wir zwei Zeilen 
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oder zwei Spalten mit einander vertauscht haben. Daher wird die 
Summe der Zahlen, welche die in beiden Permutationen, der s und 
der r, bestehenden InTersionen angeben, um eine ungerade Zahl ver- 
mehrt oder vermindert aein, und darum hat man in der neuen De- 
terminante demselben Ghede das entgegengesetzte Zeichen zuzutheilen 
wie in der ersten. 

5. Aus dem vorangehenden Lehrsatze leitet man leicht diesen 
weiteren ab: 

Wenn in einer Determinante zwei parallele Reihen 
identisch übereinstimmen, so ist die Determinante KuU. 

Wirklich wird ja die Determinante D, wenn man die beiden 
Reihen unter einander vertauscht, ihr Zeichen wechseln müssen, aus 
D wird — D werden. Aber andrerseits bleibt die Determinante die- 
selbe wie zuerst, da doch die beiden Reihen übereinstimmen. In Folge 
dessen ist D = ~~D und mithin D = 0. 

6. Wenn die Elemente einer Reihe mit ein und derselben 
Zahl h multipliziert werden, so erscheint die ganze Deter- 
minante mit k multipliziert. 

Es wird nämlich hiebei jedes Glied der Entwicklung, da es stets 
eines und nur eines der Elemente jener Reihe enthält, mit k multi- 
pliziert sein. 

7. Eine Determinante wird nicht geändert, wenn man 
das Zeichen bei allen den Elementen wechselt, welche un- 
gerade Stellen inne haben. Wir verstehen hier unter un- 
geraden Stellen diejenigen, bei denen die Summe der Indioes 
eine ungerade Zahl ist. 

Gedachtes Verfahren ist doch in Wirklichkeit gleichbedeutend 
damit, die 2-te, 4-te, . . . Zeile und überdies auch die 2-te, 4-te, . . , 
Spalte mit ( — 1) zu multiplizieren. So zum Beispiel würde werden : 

ttj — ^1 Ci I 



«S ^3 Cs 

Dem entsprechend und noch allgemeiner gilt der Satz: 

Eine Determinante ändert sieh nicht, wenn jedes an- mit 

jf — *' multipliziert wird, wobei man unter jj eine beliebige 

Zahl versteht. 

8. Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer 
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Reibe die gleichen Vielfachen der Elemente einer parallelen 
Reihe sind. 

Sind nämlich die Elemente einer Reihe gleich denjenigen einer 
andern, wenn diese mit Iz multipliziert gedacht werden, so erhält man, 
wenn man die Elemente dieser letzteren Reihe mit lt. multipliziert, 
eine Determinante mit zwei parallelen, identischen Reihen, die dem- 
zufolge NuU ist. Inawiaehen ist solche, durch Multiplikation abge- 
leitete Determinante, gerade der ursprönghehen und mit h multipli- 
zierten Determinante gleich. 

9. Wir wollen voraussetzen, dass die Elemente einer Reihe zu- 
sammengesetzte Ausdrücke von gleicher Gliederzahl sind. Es sei also 
eine Determinante von folgender Gestalt gegeben: 

, + *„ + =„ + ■•■, «,,, ■-, ' 

1 + ^äl H- %+■■■> «äS? ■■-! ' 
,.+ *..+ »..+ •-,».., ■■-,. 

In jedem Gliede der Entwicklung wird sich hier immer als Faktor 
ein Element der ersten Spalte finden; das heisst, ein Glied dei' Ent- 
wicklung wii-d im Allgemeinen die Form haben: 
(«,i + l>n + e.,+ ■■■)A 

und dabei A ein Produkt von (n — 1) Elementen voratellen, die aus 
den Übrigen Spalten ausgewählt sind und den Übrigen Zeilen (ausge- 
schlossen bleibt die j-te Zeile sowie die erste Spalte). 
Nun ist dies Glied; 

anA + hnA + eiiA-{- ■■■ 
und die Determinante wird sein: 

2±anA + 2±JniA^ 

wobei das Zeichen jedes Gliedes nach der gewöhnlichen Regel be- 
stimmt wird. Der erste Theil des betreffenden Ausdruckes ist nichts 
andres, als die gegebene Determinante für den Fall, dass an Stelle 
der Elemente der ersten Spalte einzig die; 

%i t^i ■ ■ ■ tf«! 
belassen sind; der zweite Theil dem entsprechend führt uns auf die 
gegebene Determinante zurück, nur dass in dieser an Stehe der 
Elemente der ersten Spalte die: 
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g 2. Wesentliche Eigenschaften der Determinante. 9 

eingesetzt werden, und so des Weiteren. Wir bönneii sciiliessen, daaa 
die voi'^elegte Determinante der Summe einer gewissen Anzahl von 
Determinanten gleich ist, die alle aus der gegebenen in der angezeigten 
Weise zu bilden sind. 

.Eine Determinante, in der die Elemente einer Reihe 
zusammengesetzte Ausdrücke sind, ist gleich einer Summe 
von Determinanten, bei welchen jene Elemente einfache sind. 

Sind die Elemente der betreffenden Reihe aus r Gliedern zusammen- 
gesetzt, so werden gemäss dem geschilderten Verfahren der Zerlegung 
r Theildeterminanten entstehen. Diese werden in den übrigen Reihen 
völlig mit der gegebenen Determinante übereinstimmen, der Reihe 
der r-gliedrigen Elemente dort wird aber jede von ihnen noch eine 
Reihe mit gleichstelligen Ghedem der gedachten Elemente ent- 
lehnen. 

Wenn wir nun annehmen, dass in der vorgelegten Determinante 
auch die Elemente der anderen Reihen (Zeilen oder Spalten) viel- 
gliedrige Ausdrücke sind, so wird man durch Wiederholung desselben 
Verfahrens mit Beaug auf jede der sehen erhaltenen Theildetei'minanten 
scbliessiich auf eine Summe von Determinanten gefuhrt werden, in 
denen nur eingliedrige Elemente vorkommen. Dabei wird erforderlich, 
alle die ersten, zweiten . . . Glieder der Elemente etwa der ersten 
Spalte auf alle möglichen Arten mit denjenigen in der zweiten, 
dritten . . . Spalte zu verbinden. Ist jedes Element ein zusammen- 
gesetzter Ausdruck in r Gliedern, so wird man im Ganzen aus der 
ursprünglichen Determinante )s-ter Ordnung r" Theildeterminanten mit 
einfachen Elementen erhalten. 

Zum Beispiel diene: 

\ a + d , }) -^ h \ \a , h \ \d , l \ \a , y \ \d , V '\ 
\ G -\- <; , <l ^ d \~' \ c , <l\ \ c , ä\ \ c , ä' \ \ c , d'\ 

Es ist von Vortheil, zu beachten, dass, wenn einige Elemente 
nicht gerade r-gliedrige Polynome sind, sondern aus einer geringeren 
Zahl von Gliedern bestehen, um dann doch denselben Satz anwenden 
zu können, man sie als r-gliedi-ige betrachten darf, indem man nur 
die erforderliche Anzahl von Gliedern mit Null ergänzt. Man erhalt 
dann Theildeterminanten, bei denen einzelne Elemente Null sind. 

10, Eine Determinante ändert sich nicht, wenn man den 
Elementen einer Reihe diejenigen einer parallelen Reihe, 
multipliziert mit einer beliebigen Zahl, hinzufügt. 
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Wir bilden im besonderen Falle aus der Determinante: 









"ll »u 


• ■ ■ o, . 
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■ ■ - da« 










fl«i »„a 


, . . a„^ 




lese andere; 
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+ *».., 


a^^, ■ ■ 


■ «i« 




o. 


+ *«», 


«aa, ■■ 


■ «a« 
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. + *«,>, 


a„2, ■ 


■».. 



Wenn wir nach dem Yorausgehenden Lehrsatz bei dieser letzten 
Determinante die Zerlegung der binomischen Elemente der ersten 
Spalte vornehmen, so erscheint die ursprüngliche Determinante wieder 
und dazu tritt eine andre Determinante, in welcher die Elemente der 
ersten Spalte gleich sind denen der zweiten, multipliziert mit k, und 
die darum Null ist. 

IL Wenn in einer Determinante die Elemente einer 
Reihe die nämlichen linearen Verbindungen der Elemente 
paralleler Reihen darstellen, eo ist die Determinante NuU. 

Wenn in der Determinante: 



«äi = kck^^ + ha^3 + la^^ -^ . . . 

«„1 = ka„i + ^C'na + ia„i + ■ ■ ■ 

so wird nach der Zerlegung in die entsprechende Anzahl Determi- 
nanten mit einghedrigen Elementen eine jede von diesen als ver- 
schwindend sich herausstellen, weil sie in einer Reihe Elemente ent- 
halten wird, welche die gleichen Vielfachen zu denen einer parallelen 
Reihe sind. 

Auch die Umkehrung dieses Lehrsatzes ist giltig, wie bei einer 
anderen Gelegenheit gezeigt werden soll. (Im § 55.) 
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8 3. UEtevdetei-minantcn oder Minoren. 1 1 

g 3. Unter det er minanten oder Minoren. 

Nach Darstellung einiger grundlegender Eigenschaften, die sich 
unmittelhar aus der hegriffUchen Erklärung der Determinante ergeben, 
liegt es uns ob, die Mittel in Erwägung zu nehmen, mit denen man 
in noch einfacherer Weise eine Determinante berechnen kann. 

Wir werden uns dabei durch den Gedanken leiten lassen, die 
Berechnong einer Determinante von gewisser Ordnung n auf die Be- 
rechnung anderer Determinanten niedrigerer Ordnung zurückzuführen. 

Wir haben aus diesem Grunde die Lehre von den sogenannten 
Uuterdeterminanten vorauszuschicken. 

Denken wir uns eine Determinante der Ordnung n vorgelegt. In ihr 
wollen wir m nach Belieben gewählte Zeilen und desgleichen m Spalten 
unterdrücken. Es bleibt dann eine Determinante von der Ordnung 
(n — m) übrig; diese Determinante heisst in Rücksicht auf die gegebene 
ein Minor von der Ordnung (n — m), oder eine Unterdetermi- 
nante, auch Partialdeterminante, oder endlich abgeleitete De- 
terminante. 

Wenn nun ein System von n^ Elementen im quadratischen Schema 
geordnet vorliegt, so ist es angezeigt, neben der einen Determinante, 
die aus allen Elementen gebildet ist, auch diese sämmtlichen Unter- 
determinanten zu betrachten, welche man mit einem Theil jener 
Elemente herstellen kann, indem man diese in der ihnen zugewiesenen 
Ordnung und Verth eilung belässt. 

Erhält dei- Minor zu Elementen seiner Hauptdiagonale solche 
Elemente, die der Hauptdiagonale der gegebenen Determinante ange- 
hören, so heisst er Hauptminor oder Diagonalminor. 

Wir wollen damit beginnen, zu prüfen, wieviel Unterdetorminanten 
von einer gegebenen Ordnung sich vorfinden. 

Es leuchtet ein, dass es von der Ordnung (n — 1) nur soviel 
giebt, als Elemente vorhanden sind, nämlich w*. Es lässfc sich ja eine 
Zeile auf n-faeh verschiedene Weise unterdrücken, da es gerade n Zeilen 
giebt, und ebenso kann man auf n verschiedene Weisen die Tilgung 
einer Spalte vornehmen; jedesmal erMlt man einen anderen Minor. 
Daher giebt es m . ^^ = n^ Minoren der Ordnung (w — 1). 

Durch eine entsprechende Überlegung stellen wir fest, dass man 
m Zeilen auf 



C) 



verschiedene Arten unterdrücken kann, wobei mit dieser Klammer- 
bezeichnung der Binomialkoeffizient gemeint ist: 
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Unter dötenamfmteii oder Minoren. 



0=^ 



Das Nämliche gilt für den Fall der Tilgung toii m Spalten. Wir 
finden somit die Anzahl der Unterdeterminanten von der Ordnung 
(n — m), nämlich: 



[(:)]' 



Wir werden nun leicht die Zahl der Hanptminoren von ge- 
gebener Ordnung bestimmen. Um aolchen Hauptminor Ton der Ord- 
nung m zu bekommen, braucht man mir (« — m) Paare ton Zeilen 
und Spalten, die sich auf der Hauptdiagonale treifen, zn imterdrücken, 
und dies kann geschehen auf 






Weisen. Also sind gerade in dieser Anzahl Haupt- 
minoren der Ordnung m vorhanden. 

Wir werden sagen, ein Minor sei von gerader oder ungerader 
Klasse, jenachdem die Summe der Ordnungszahlen gerade ist oder 
ungerade, welche den Zeilen und den Spalten entsprechen, die diesen 
Minor bilden. 

So bleibt, wenn wir in der Determinante: 



"u 


«u 


«1. 


"u 


«Si 


»>I 


"!. 


»U 


%i 


».. 


«.. 


«U 


«ji 


".I 


»« 


«41 



die 2-te und 3-te Zeile und die 2-te und 4-te Spalte tilgen, der Minor 
2-ter Ordnung zurück: 



Derselbe ist aus Elementen der Spalten 1, 3 und der Zeilen 1, 4 
j die Summe dieser vier Zahlen ist 9; also ist dies ein Minor 
von ungerader Klasse, 

Im Gegentheii ist der andere Minor gleicherweise 2-ter Ordnung 

I %i "is I 

I ^a ^4,2 I 
von gerader Klasse. 

Die m Zeilen und m Spalten, die wir in einer Determinante 
unterdrücken, schneiden sieh in m" Elementen dieser Determinante, 
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13 



und diese bilden ihrerseits wiedeiiim eine Determinante, welche eben- 
falls ein Minor der gegebenen Determinante sein wird; denn man 
wird ja auch, sie darstellen können, indem man die Zeilen und Spalten, 
die vorhin unterdräciit worden waren, bestehen Msat und im Gegen- 
theil diejenigen Zeilen und Spalten tilgt, die zuerst öbrig gelassen 
waren. Dieser Minor ist yon der m-ten Ordnung. Er enthält Ele- 
mente, welche in dem andern Minor, den wir vorher betrachteten, 
nicht auftraten. Mit Vortbeil widmet man solchen Paaren von Minoren 
eine gemeinsame Untersuchung, man nennt dabei den einen kom- 
plementär zum andern oder sein Komplement. 

Zum Beispiel sind die komplementären Minoren zu den zwei kurz 
vorher verzeichneten beziehungsweise: 



Vor Allem leuchtet zunächst ein, dass die Summe der Ord- 
nungen zweier Minoren, wovon der eine komplementär zum andern, 
stets gleich n ist. 

Ausserdem werden wir von den Zahlen, durch die der IClassen- 
eharakter zweier komplementären Minoren bestimmt wird, leicht nach- 
weisen können, dass entweder beide gerade oder beide ungei^ade sind. 

Denn addiert man die Ordnungszahlen der Zeilen und der Spalten, 
die in dem einen und dem andern Minor vorkommen, so wird man, 
da ja in der Gesammtheit der beiden Minoren alle Zeilen und alle 
Spalten und zwar jede ein einziges Mal dargestellt sind, immer als 
Ergebniss erhalten: 

2 (1 + 2 + 3 H + ..) 



, eine gerade Zahl, und somit wird i 



ung 



Es ist von Nutzen, folgende Bezeichnung einzuführen. Bei ge- 
gebenem Minor haben wir erkort, was unter dem zu ihm kom- 
plementären (dem Komplemente) verstanden werden soU; betrachten 
wir den letzteren aber mit einem Vorzeichen versehen und zwar als 
positiv oder negativ, jenacbdem er von gerader oder ungerader Klasse 
ist, dann woUen wir ihn adjungiert nennen oder das algebraische 
Komplement des gegebenen Minors. 
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§ 4. Entwicklung einer Determinante nach Determinanten niedrigerer 
Ordnung. 

Heben wir einen Minor einer gegebenen Determinante und sein 
algebraisches Komplement hervor. 

Wir wollen das Prodijikt der beiden so erhaltenen Unterdeter- 
minanten bilden. 

Der eine Minor (von der Ordnung n — m) wird, wenn er gemäss 
unserer Erklärung der Determinante entwickelt ist, (n — m)! Gheder 
begreifen und der andere (von der Ordnung m) m\ GHeder. In dem 
Produkte der beiden werden also 

(n — m)] m\ 
Glieder enthalten sein. 

Wir werden zeigen, dass jedes dieser GUeder mit demselben Vor- 
zeichen, wie wir es behufs seiner Einführung in die Rechnung hier 
festgesetzt hatten, auch in der Entwicklung der vorgelegten Determi- 
nante erscheint. 

Nehmen wir an, der Minor von der Ordnung m sei gebildet aus 
den Zeilen mit Ordnungszahlen 

S'l s^ ■ ■ ■ M„, 
und ans den Spalten, deren Ordnungszahlen 

>'i ^2 ■ * * *■"! ! 

wobei man nach den Erklärungen des vorigen Paragraphen (siehe S. 11) 
s^<s^< ■■■ <s„, 

n<^2< ■•■ < '■"' 

Der komplementäre Minor wird aus Elementen zusammengesetzt 
sein, die den Zeilen und Spalten entnommen sind, deren Ordnungs- 
zahlen unter den Zahlen (s) und {r) nicht auftreten. 

Mögen beziehungsweise und in richtiger Folge die Zahlenreihen; 
s/ < 5/ . ■ ■ < s,_™ 
r/ <r^' • ■ ■ < r'^-m 
die Ordnungszahlen der Zeilen und Spalten des komplementären Minors 
der Ordnung (n — m) vorstellen. 

Die Zahlen (s) und (s') bilden zusammen genommen eine Per- 
mutation der Zahlen 1, 2, ■ ■ ■ w, desgleichen die Zahlen (r), (/). 

Ein Glied des Produktes der beiden Minoren wird augenschein- 
lich ein Produkt von n Elementen der gegebenen Determinante und. 
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weil unter diesen, in ihm vereinten Elementen nicht zwei derselben 
Spalte oder Zeile angehören, wird es zugleich, abgesehen noch vom 
Vorzeichen, ein &hed der Entwicklung der gegebenen Determinante 
sein. Ein solches Glied wird im Allgemeinen die Form haben: 



wobei unter ((i[ p^ ■ ■ ■ pm) eine Permutation der Zahlen i\ r^ ■ ■ ■ r,„ 
zu verstehen ist und unter (p/ pg' ■ ■ ■ p^i-m) eine Permutation der 
Zahlen i-j' r^' ■ ■ ■ r'„~m- Vorausgesetzt, die Pei'mutation (p^ Ps " ' ' P™) 
enthalte p Inversionen und die andere (p^' pg' ■ ■ ■ pn-m) deren p', so 
wird das Zeichen jenea Gliedes insoweit übereinstimmen mit dem 
Zeichen von 

(- !)¥+«'' 

und weiterhin wird das endgiltige Zeichen jenes Gliedes demjenigen von 
(_ i-j?+e'H->i+ -■■+'«,+ »-.+ ■■■+'m 

gleichkommen, wenn wir nämlich an die Übereinkunft denken, nach 
der wir das Vorzeichen des Produktes zweier Minoren umkehren 
wollten, falls diese Minoren der ungeraden Klasse angehören, das heisst 
hier im Besonderen, wenn 

s, + »,+ ■■■+«.. + >•, + ••.+ ■-+ >■. 
eine ungerade Zahl ist. 

Wir wollen nun andrerseits prüfen, welches Zeichen für dies Glied 
zu wählen sein wird, wenn man es als zugehörig zur Entwicklung 
der gegebenen Determinante betrachtet. 

Sein Zeichen wird von der Anzahl der Inversionen abhängig sein, 
die sich finden in den Permutationen: 

(pi Ps ■ ■ ■ p™ Qi Pa' ■ ■ ■ P«-™} 

Es bilden nun die (s) und desgleichen die (s') unter einander 
keine Inversionen, da sie ja in aufsteigender Folge geordnet sind. 
Dagegen können die (s) Inversionen mit den (s') bilden. Die Zahl 
dieser Inversionen kann man in folgender Weise berechnen: s^ wird 
in Inversion stehen zu den (s^ — 1) kleineren Zahlen und da doch 
»2 ■ • ■ Sm sämmtHch grösser sind als Sj , so werden sich die betreifeuden 
Zahlen allein unter den s' vorfinden. Ebenso wird s^ mit (s^ — 1) 
kleineren Zahlen Inversion bilden, doch da s^ schon eine von diesen 
ist, so werden ihrer unter den s nur noch (s^ — 2) bleiben. Und 
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fährt man so fort, so erhält man endlich die Zahl der Inversionenj 
■welche zwischen den s und den s' bestehen, dargestellt durch: 

Si — I+S3 — 2 + S3 — 3H f-s^-m = Si + SaH l-s^ — -^m(»M + l) 

Wir wollen jetzt die Inversionen innerhalb der Zahlreihe (p) (ß'j 
untersuchen. Das sind erstens solche, die dem Theil (p) angehören, 
und deren Zahl wir im Vorangehenden mit g bezeichnet haben; dann 
die, welche die (p') mit einander bilden, der Zahl nach p'; endlich sind 
es solche, die zwischen den (p) und den (p') bestehen. 

Die letzteren kann man berechnen, wenn man bemerkt, dasa ihre 
Zahl sieh bei beliebiger Vertanschung der p unter einander nicht 
ändert, und so zum Beispiel, wenn man diese der Grösse nach in 
aufsteigender Reihe ordnet. Danach bestimmt man ihre Anzahl mit 
Hilfe derselben Betrachtung, die zuletzt noch bezüglich der s ange- 
stellt wurde, und man findet dafür: 

91 + 93+ ■ ■ ■ + Cm — I "t ('w + 1) 

Also wird da.s gesuchte Vorzeichen dasjenige von: 

indem mttn beachtet, dass w* (m + 1) sieher eine gerade Zahl ist. 
Da mm 

Pi + P3 + ■ ■■+?«> = n + 'a + ■ • ■ + »'". 



weil die 3 dioselbei 


1 Zahlen sind, wie die r, und nur in 


verschiedener 


Ordnung, erfährt ] 


man schliesslich, dasa das Zeichen, 


welches man 


dem Gliede 


,„ ■ ■ ■ a:,...n.. «».'„• ■ ■ ■ «.' „■ 





in der Entwicklung der gegebenen Determinante beizulegen hat, das 
nämliche ist, womit dieses Glied, nach geschehener Übereinkunft, in 
dem Produkte der beiden komplementären Unterdeterminanten erscheint. 

Hiennit ist erwiesen, dass ein solches Produkt mit dem 
Zeichen -f- oder — versehen, jenachdem die Unterdetermi- 
nanten gerader oder ungerader Klasse sind, einen Theil der 
gegebenen Determinante darstellt. 

Wir betrachten nun m Zeilen oder m Spalten. Die Zahl der 
Unter detei-minanten von der Ordnung m, die in diesen Zeilen oder 
Spalten enthalten sind, beträgt offenbar: 



\m)- 
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§ i. Entwicklung der Determinante nach Minoren, 17 

Multiplizieren wir jede von. ihnen mit der zu ihr gehörigen 
komplementären Unterdefcerminante und geben dem Produkte nach 
der gewohnten Regel das Zeichen -j- oder — , so erhalten wir im 
Ganzen 



(:)(« 



m)! )m! = n'. 



Glieder, lauter unter einander verschiedene, da ja zwei in den m aus- 
gewählten Zeilen enthaltene Minoren stets wenigstens in einer Spalte 
sich von einander unterscheiden. Indessen gehören aUe diese Glieder, 
wie Torher nachgewiesen, der gegebenen Determinante an, und diese 
andreraeits hat nur n\ Glieder und nicht mehr. Demnach können wir 
schliessen, dass wir auf solche Art sämmtliche Glieder der vor 
gelegten Determinante erhalten. 
Wir sagen deshalb: 

Eine Determinante ist gleich der Summe der Produkte 
ihrer Minoren, enthalten in m Zeilen oder Spalten (wobei m 
beliebig), in deren komplementäre Minoren, wenn man jedem 
Produkte das Zeichen -|- oder — giebt, jenachdera die Mi- 
noren, die man multipliziert, von gerader oder ungerade r 
IClasse sind. 

TCürzer noch nach der vorher eingeführten Bezeichnungsweise: 

Eine Determinante ist gleich der Summe der Produk te 
ihrer Minoren, enthalten in m ßeihen, in deren algebrai sehe 
Komplemente. 

Dieser Zerlegungssatz fftr Determinanten (Laplacescher Satz) 
wird in § 9 in erweiterter Fassung uns wiederum beschäftigen. 

Setzen wir im Besonderii «w = 1 , so führen wir die Betrachtung 
auf alle in einer einzigen Reihe enthaltenen Minoren zurück. Solche 
Minoren sind die Elemente selbst und ihre Klasse wird festgestellt, 
wenn man die Indices addiert, die die Stelle des betreffenden Ele- 



an zeigen. 
Wir gewinnen daher den Satz: 

Eine Determinante ist gleich der algebraischen Summe 
der Produkte, in denen die Elemente einer Zeile oder 
Spalte mit den zugehörigen algebraischen Komplem enten 
verbunden sind. 
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18 Theil I: § 5. Eigens ohaften der Minorea. 

g 5. Eigenschaften der Minoren einer Determinante. 

Bemerkenswerth ist der folgende Lehrsatz über Minoren einer 
Detemiinante. 

Wir haben gezeigt, dass die Summe der Prodiakte der Elemente 
einer Zeile {oder Spalte) in ihre entsprechenden algebraischen Kom- 
plemente gleich der gegebenen Determinante ist. Nennt man die 
Determinante D und 

die Elemente einer Zeile, sowie 

Art Äri ■ ■ ■ Ar,. 
ihre algebraischen Komplemente, so erhält man die Beziehung: 
a^iAri + «ra-^-'S + • ■ ■ + ar„A,.„ = D 
Wir ■wollen nun eine weitere, zu der eben bezeichneten parallele 
Zeile, nämlich 

ff.l »12 ■ ■ - «s« 
hervorheben. Es sei also s verschieden von r. Dazu gehören die 
entsprechenden algebraischen Komplemente: 
Ai A.S--- A, 
Es läsat sich leicht zeigen, dass: 

a At+ +« 1, =0 

Die linke Seite dieser Gleuhnng kann man namhch als Ent 
Wicklung einer Deteiininante auffas=(en die man aiä dei voi gelegten 
Determinante erhält wenn man dann die b te Zeile tilgt und dafür 
die Elemente der rten Zeile einsetzt man bekDmmt alsdann die Ent 
Wicklung einer Deteimmante, dit identisch Kuli ist, weil sie zwei 
parallele übereinstimmende Zeilen besitzt. 

Wir können demnach den Satz aussprechen: 

Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile (Reihe) 
in die algebraischen Komplemente der entsprechenden Ele- 
mente einer parallelen Zeile (Reihe) ist Null. 

Dieser Lehrsatz lässt sich in gehöriger Verallgemeinerung füi- die 
Summe der Produkte von Minoren aufstellen. 

Nehmen wir in Betracht m parallele Zeilen, die in ihnen ent- 
haltenen Minoren und die zugehörigen algebraischen Komplemente. 
Daneben hehen wir ein andres System von m Zeilen hervor gleicher 
Richtung mit jenen, ein von dem ersteren System verschiedenes, das 
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§ 6, Eigenschaften <{ev Minoren, 19 

also wenigstens eme 7eil*> Enthält, die in dem andern nicht vor- 
kommt Die in diesen neuen m Zeilen enthaltenen Minoren kann man 
zn den Minoren der m eistgewahlten Zeilen in eine eindeutige Be- 
/iehunf> setzen, indem man diejenigen Minoren als entsprechende be- 
tiachtet, die von denselben Spalten gebildet vrerden. Man kann nun 
/eigen dass hiei dei Satz gilt 

Die bumme dei Piodakte der in m Zeilen (Eeihen) ent- 
haltenen Minoren in die algebraischen Komplemente der 
entsprechenden Minoren, die in m anderen parallelen Zeilen 
(Reihen) enthalten sind, ist Nnll. 

Wir machen die Annahme, wir hätten es im Besonderen mit den 
Minoren zu thun, welche in den m Zeilen der Ordnungszahlen 

(*i ;ts ■ ■ ■ ft"' 
vorkommen, und weiterhin sei das zweite System aus m Zeilen auf- 
gestellt gemäss den Ordnungszahlen: 

wobei einige der (v) auch mit einigen der (^) übereinstimmen 
können. Bezeichnen wir durch Jf, M2 . . ■ die in den Zeilen ft^ ■ • - fi™ 
enthaltenen Minoren und durch Mj' M^ ■ - ■ deren algebraische Kom- 
plemente, so wird der Werth der Determinante 

M^ M^ + M^M^ -\ 

gleichkommen. 

Benennen wir andrerseits die in den Zeilen v^ ■ ■ ■ v„, enthaltenen 
Minoren mit N^ N^ ■ ■ ■ , so bedeutet der Ausdruck: 

N, M^ + Afg M/ H 

nichts andres als den Werth einer Determinante, die aus der gegebenen 
hervorgehen würde nach Tilgung der Zeilen fti ■ • • jtm , wenn an deren 
Stelle Zeilen eingesetzt werden, die in ihren Elementen mit denjenigen 
der Ordnungszahlen v^- ■ ■ Vm übereinstimmen. Eine solche Determi- 
nante wird dann nothwendig wenigstens zwei gleiche parallele Zeilen 
aufweisen, da ja die beiden Systeme von je m Zeilen wenigstens 
in einer Zeile sich unterscheiden. Demnach hat sie den Werth 
Null und in Folge dessen wird auch der Ausdruck: 

wie wir es beweisen wollten, verschwinden. 

Eine weitere Eigenschaft der Minoren wird im Folgenden be- 
sprochen. 
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Theil I: § 5. Eigenschaften der Minoren. 



■ werden die alge- 
einer Zeile (oder 



Wir wollen mit A,^ das algebraische Komplement eines Ele- 
mentes Uri bezeielinen. Es soll also in dem Symbol An das ge- 
dachtem Minor augebörige Zeiclien eingeschlossen verstanden ,werden. 

Nun gilt der Satz: 

Ist die Determinante gleich Null, f 
braischen Komplemente der Elemente 

Spalte) proportional sein denen der Elemente einer be- 
liebigen andern parallelen Zeile (oder Spalte). 

Es spricht sich dies in der Formel aus: 

Arl_A^_ _A^ 

A,i Ä,, ■■" Ä„ 

Das algebraische Komplement Äri lafst sich auf folgende Weise 
schreiben: 



und ist eine Determinante, die aus der gegebenen hervorgeht, wenn 
man dort die r-te Zeile unterdrückt und an deren Stelle eine Zeile 
einsetzt die mit den Elementen 



1 ■ 



■ 



gebildet ist. 

Wenn wir eine beliebige Spalte mit A,i. multiplizieren, eihalten 
wir das Produkt AriA,;,. Nehmen wir andteiseifcs an, die Ä-te Spalte 
werde mit Ad, multipliziert und nach dieser Veianderung zu den 
Elementen derselben hinzugefügt die Elemente der eisten Spalte, mul 
fcipliziert mit A,j, die der zweiten multipbzieifc mit As2 und so foit, 
dann werden die Elemente solcher ft-teu bpalte ille bi9 lut eines 
vei schwinden, weil die Gleichungen gelten 

«1, .4 , H + ai* ^i H 4- «i„ A,„ = 



1^1-4 + CSu- ^.* -f ■ ■ 
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Das auf der r-ten Zeile stellende Element wird im Gegentheil 
einfacli A,i, 

Mithin wird die Entwicklung solcher Determinante zufolge der 
vorbezeichneten Umwandlung sich einschränken auf das Produkt von 
All mit dem algebraischen Komplemente desjenigen Elementes, welches 
der it-ten Spalte und der r-ten Zeile angehört, das heisst Ärk . Daher 
ergiehf; sich die Beziehung: 

oder 



Durch Einführung der Werthe k = 
oben angedeuteten Verhältnisse. 



2,3, 



■ n erhält man alle 



§ Ö. Multiplikation zweier Determinanten. 

Das Produkt aus zwei Determinanten derselben Ordnung lässt 
sich mittelst einer Determinante von gleicher Ordnung ausdrucken. 
Der Nachweis dieser Eigenschaft und die einfache Regel zur Bildung 
der verschiedenen Elemente der neuen Determinante sind das Ziel 
unsrer Betrachtungen in diesem Paragraphen. 

Mögen die beiden Determinanten bezeichnet sein durch: 



Ihr Produkt wird 
Ordnung 2 k: 



lan durch die einzige Determinante der 



ausdrücken können. Hierbei 



i Quadrat von Ele- 



menten zur rechten Seite des Quadrates der a durchaus nur Elemente 
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Kuli enthält, das Quadrat aber zur Linken der b die Elemente auf 
der Hauptdiagonale gleich — 1 und alle übrigen Elemente gleich Null. 

Wenn mau diese Determinante nach Produkten der in den ersten 
w Zeilen enthaltenen Minoren entwickelt und beachtet, dass von diesen 
Produkten nur das eine von Null verschieden ist, welches die De- 
terminante der a enthält und als zweiten Faktor das algebraische 
Komplement derselben mit positivem Zeichen, die Determinante der l>, 
so ergiebt sich, dasa eine nach obigem Schema zusammengesetzte De- 
terminante genau dem Produkte der beiden gegebenen gleich ist. Nun 
können wir aber durch eine leichte Umwandlung diese Determinante 
2»2-ter Ordnung wiedemm auf eine Determinante von der Ordnung n 
zurückführen. 

Fügen wir nämlich den Elementen der (n -{- l)-ten Spalte die 
der ersten Spalte hinzu, multipliziert mit 6,i , dann die der 2-ten 
Spalte, multipliziert mit b^i . . ., die der w-ten endlich nach Mul- 
tiplikation mit 6„i, so wird die Determinante hierdurch nicht geändert 
und die Elemente der (n + l)-ten Spalte gehen beziehungsweise über 
in die folgenden: 

»„*„ + »„ (.„H hOi.i.i 





Addiei'cn wir nun noch zu den Elementen der (n -j- 2)-teu Spalte 
die der ersten, zweiten, ■ ■ ■ n-ian, entsprechend multipliziert mit 
^12 1 ^sa j ■ ■ ■ ^1 a I so werden die Elemente dieser (n + 2)-ten Spalte 
sich darstellen in der Reihe: 

%1^1S + %2 ^22 "H ■ ' ' "i^ ffl"^"ä 

'*ai''ia + "^aa^äa + ' ■ ■ + t^fan^^s 

«»lÖ|ä + ö«2?*sra H h a««6«a 





Wenn man hiermit fortfährt, so ersieht man, dass unsere De- 
tenninante auf diese Weise in eine andere, auch 2M-ter Ordnni^, ver- 
wandelt wird, in der jedoch an der Stelle, die zuerst die h einnahmen, 
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Elemente Null erscheinen und in dem Bereich der Elemente Null, die 
anfänglich rechtsseitig zu dem Quadrate der a sich befanden, hilineare 
und homogene Ausdrücke in den a und h sich einstellen. Setzt man 
nämlich 

C-k = »,1^1^ ^- aiilit 4- ■ ■ ■ + a,-„h„k 

so zeigt unsere Determinante nach geschehener Umwandlung die 
folgende Gestalt: 



-1 



Wenn man nun diese Determinante nach Produkten der in den 
letzten n Spalten enthaltenen Minoren entwickelt und dabei beachtet, 
dass in den betreffenden Spalten überhaupt nur ein von Null ver- 
schiedener Minor sich findet, nämlich die Determinante der c, und 
dass das algebraische Komplement dieses Minors durch die De- 
terminante 



-1 . 



= (-1)" 



gebildet wird, die jedoch (nach der Erklärung am Ende von § 3) 
mit dem Vorzeichen von: 



(- 1)'+ 



.(_!)(..+ 



.(-1). 



ZU versehen ist, so ist der Schluss gestattet: Unsere Determinante der 
Ordnung 2n stimmt dem Werthe nach genau überein mit der De- 
terminante: 



I c«! ■ ■ ■ c,j„ I 
und dies ist eine Determinante w-ter Ordnung. 
Hiermit ergieht sich auch das 

Bildungsgesetz für die Produktdeterminante: Die G-liede 
ihrer ersten Zeile entstehen, wenn man die Summe der Pro 
dukte herstellt, in denen die Elemente der ersten Zeile de 
einen der gegebenen Determinanten nacheinander mit dei 



y Google 



24 Theil I; § 6. Produkt aweiei' Determinanten. 

Elementen der ersten, zweiten, ..., der M-ten Spalte der 
andern Determinante verbunden sind-, es ist dabei gemeint, 
dass nur die Elemente mit einander multipliziert werden 
sollen, die je auf ihrer Zeile und auf ihrer Spalte gleich- 
namige Stellen inne haben; gleicherweise entstehen dann 
die Glieder der zweiten Zeile, wenn man die Summe der Pro- 
dukte aufstellt, in denen Elemente der zweiten Zeile erster 
Determinante mit Elementen erster, zweiter, . . . M-ter Spalte 
der andern Determinante zusammentreteuj und dem ent- 
sprechend ist fortzufahren. 

Nftch dieser Regel hat man die Zeilen der ersten Determinante 
mit den Spalten der zweiten zu verbinden; natürlich kann man jedoch 
aus dieser Regel sogleich eine weitere herleiten, bei der in gewohnter 
Weise die Zeilen der ersten Determinante mit den Zeilen der 
zweiten, oder auch die Spalten mit den Spalten verbunden werden. 

Wirklich können wir, wenn es uns beliebt, in der zweiten De- 
terminante die Zeilen mit den Spalten vertauschen und danach wird 
die Verbindung der Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten 
der zweiten auf eine Verbindung der Zeilen der ersten und der Zeilen 
der zweiten in ihi'er früheren Gestaltung hinauskommen. 

Auf solche Art kann die Produktdeterminante vier verschiedene 
Formen amiehmen, da man ja verknüpfen kann die Zeilen der einen 
Determinante mit den Zeilen der anderen oder die Zeilen der ersten 
mit den Spalten der zweiten, oder die Spalten der ersten mit den 
Zeilen der letzteren oder endlich die Spalten jener mit den Spalten 
dieser. 

Die hier nachgewiesene Regel gilt zunächst für das Produkt 
zweier Determinanten derselben Ordnung. Wenn aber die beiden 
Faktoren von verschiedener Ordnung sind, so kann man die nämliche 
Regel in Anwendung bringen, vorausgesetzt nur, man habe die beiden 
Determinanten erst zur gleichen Ordnung übergeführt, das heisst, durch 
geeignete Hinzufügung einer Anzahl von Zeilen und ebensoviel Spalten 
bewirkt, dass die Determinante niederer Ordnung ohne Ändemug ihres 
Werthes die Ordnung der andern erreicht hat. 

Durch ein Beispiel wird die Sache deutlicher erseheinen. 

Setzen wir den Fall, es sei eine Determinante 5-ter Ordnung mit 
einer 2-ter Ordnung 

U ^ I 

\ c d \ 
zu multiplizieren. 
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Diese lässt sich eogleicli auf die Form einer Determinante 5-ter 
Ordnung bringen, indem man sie anf folgende Weise sclireibt: 

«6000 
c d 
10 
1 i 
] 1 ! 

Nach dei betinnten Anweisung fui die Entwicklung eniei De 
terminante i'it die^e letzte Deteimmante gleich der voigelegten von 
2-ter Ordnung 

Wenn die beiden gegebenen Determinanten identisch sind so ei 
hält man nach dem angizf igten Veitaluen das Quadl^t emei Deter 
minante. Mögen die Elemente der gegebenen Deteimmante a^. heissen 
und die des Quadrates c j 

Das Element e^, ist, Beispiels halber die Summe dei Piodnkte 
der Elemente dus dei * ten Zeile, multipliziert in die Elemente der 
s-ten Zeile, wahrend c die Summe dei Piodukte daistellt, m welchen 
die Elemente der s ten Zeile mit denen dei r ten Zeile vereinigt smd 
Dem gemäss ist 

Nennen wir diejenigen zwei Elemente einer beliebigen Determi- 
nante konjugierte, bei denen die Indices dieselben, aber unter ein- 
ander vertauscht sind, so gewinnen wir den Satz: 

Das Quadrat einer gegebenen Determinante ist eine De- 
terminante, deren konjugierte Elemente zu zwei und zwei 
einander gleich sind. 

So gestaltete Determinanten heissen symmetrische, von ihnen wird 
in der Folge (§ 16) die Rede sein. 

Die Regel für die Multiplikation der Determinanten findet man 
zum ersten Male dargestellt in den beiden Abhandlungen: 

Binet, Suc im Systeme de fonnulea analytiques, et leur application k des 
cousidöratiocs g-gomötriques. Journ, de l'Öc. pol. cah. 16 (mai 1813) [280 — 354], 

Cauoby, Sur lee fonctions qui ne peuvent obtenir que deus valeurs Egales 
et de signea contrairea par suite des tramspositiona opör^ea entre lea variables 
qu'ellea renferment. Journ. de l'fc. pol. cab. 17 (janv. 1815} [29—112]. 

Beide Abbandlungen sind am gleicben Tage, dem 30. Kov. 1812, im. Institut 
de Trance veröffenUicht worden. 

Man vergleicbe hierzu BaltEer, Det. 1881. S, 49 Anm., Günther, Det. 
1877. S. 24f. und die Bemerttuigeu Sfcäckela in der deuteclien Auagabe von 
Jacobis De focmatione et proprietatibus determinantium. Leipzig 1896. Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften N. 77. S. 72. 
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% 7. Die FroduktdetQriniiiante z'weier reohteokiger Matrioes. 
Die Beschäftigung mit der Biiduag der Produktdeterininaiite zu 
zwei gegebenea Determinanten veranlasst uns, eine Bezeichnung und 
einen neuen Begriff einzuführen. 

Mögen Crs die Elemente des Produktes C, entsprechend an, 6.s 
diejenigen der Torgelegten Determinanten A, B heissen. Wir betrachten 
non im Besonderen den folgenden Minor von Cr 
c,s ■ ■ • Ci,„ 



Nehmen wir an, das Produkt G sei hergestellt worden, indem 
man die A und B nach Zeilen multipliziert habe. Dann ist das 
Element c^ durch die Formel gegeben: 

Der obige IVlinor kann nun auf folgende Art symbolisch dar- 
gestellt werden. 

Wir wollen ein Verzeichnisa von m . n Elementen, in dem diese 
in Gestalt eines Rechtecks angeordnet sind, eine rechteckige Matrix 
nennen; und zwar sollen m Zeilen vorhanden sein, dabei eine jede 
aus n Elementen bestehen. Wird m = n gesetzt, so erhält man die 
quadratische Matrix, wie wir sie schon in unserem einleitenden 
Paragraphen eingeführt haben. 

Wir wollen zwei solche rechteckige Matrices, nämlich: 



hl K 






in Betracht nehmen. 

Verbinden wir nun die erste Zeile der einen Matrix mit der 
ersten Zeile der andern, in derselben Weise, in der wir vorgingen, 
das Produkt zweier Determinanten herzustellen, mit andern Worten, 
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bilden wir die Summe der Produkte, in welchen die Elemente der 
ersten Zeile jener Matrix mit denen der ersten Zeile dieser multi- 
plikativ verbunden sind, verbinden dann ebenso die erste Zeile der 
einen mit der zweiten, dritten, . . ., ws-ten der andern Matrix und wieder- 
holen das Verfahren gleicherweise rückaichtlich aller folgenden Zeilen 
der ersteren Matrix, ao erhalten wir augenscheinlich im Ganzen 
m . )« = 3»^ Elemente, die genau mit denen des obigen Minor von C 
übereinstimmen. 

Eb ist dies eine Bemerkung von grundlegender Bedeutung, weil 
uns hierdurch gewissermaassen ein Weg gezeigt wird, den Minor von C 
mittelst der zwei rechteckigen Matrices, wie sie oben gekennzeichnet 
sind, darzustellen. 

Dies leisten wir durch die Erklärung: 

Es heisse die Determinante: 



das zeilenweis gebildete Produkt der beiden rechteckigen 
Matrices. 

Daher gewinnen wir nun den Satz: 

Jeder Minor der Produktdeterminante aus zwei De- 
terminanten ist das Produkt zweier rechteckiger Matrices. 

Der Name „rechteckige Mati-ix" bedeutet an und für sich durch- 
aas nicht eine Gi'ösaenbestimmung; erst das Produkt zweier solcher 
ähnlicher Matrices erwirbt nach der eben gegebenen Erklärung eiue 
in diesem Sinne wohl umschriebene Bedeutung. 

Ausserdem ist, um von einem Produkte zweier rechteckiger 
Matrices sprechen zu können, unseren Erörterungen zufolge nöthig, 
dass sie beide aus gleichviel Zeilen, beide aus gleichviel Spalten zu- 
sammengesetzt sind. 

In Übereinstimmung mit dem, was oben ausgeführt worden ist 
mit Bezug auf das Produkt zweier Determinanten, kann das von uns 
vorher aufgestellte Produkt ein nach Zeilen gebildetes Produkt 
genannt werden. In diesem Fall erhält man eben eine Determinante 
von der Ordnung m, da die Zahl der Zeilen der Matrices m (m <,n) 
beträgt. 

Unwillkürlich bietet sich hier der Gedanke, das Produkt nun 
auch einmal nach Spalten auszuführen. Wir würden dann eine De- 
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teimniaute Jpr Ordnung n gewinnen, da docli die Zahl der Spalten 
sich auf n heläaft. Dieselbe Determinante würden wir erhalten, wenn 
wir zuerst m beiden Matrices die Zeilen mit den Spalten vertauschten 
und danach das Produkt wiederam nach Zeilen herstellten; aber dann 
hatten die beiden Matrices, von denen wir aasgehen, eine höhere An- 
zahl von Zeilen als von Spalten. 

Es liegt hierin die Aufforderung an uns, eine allgemeine Unter- 
suchung der auf die angezeigte Weise hervorgegangenen Determinante 
zu widmen, hervorgegangen nämlich durch zeilenweise Multipli- 
kation aus zwei rechteckigen Matrices von m Zeilen und n Spalten, 
wobei m kleiner oder grösser sein mag als n. 

Zwei Lehrsätze, die wir finden werden, sind ausseiest hemerkens- 
werth. 

Zum Beginne ist darauf aufmerksam zu machen, dass das Pro- 
dukt zweier Matrices, sofern es nach Zeilen gebildet, jedenfalls in 
der Form der folgenden Determinante von der Ordnung (m -\- n) 
sich sehreiben lässt: 

1 —1 







Ka 6m; 



. 


- 


1 . 





■ 


.„1 




• 6i. 


ma ■ 


• K. 



Sardi, Nuova dimoBtrazione det prodotto di due matrici. Öiom. di Batt, 
vol, 5 (1867) [174—177]. 

G o r d a tt ä Vorlesungen über Invariantentlieorie (Kerschensteiner) 1 . Bd, 
Leipzig 1885. S. 79 ff. 

Verfahren wir nämlich mit diesem Schema ähnlich, wie wir es 
im vorhergehenden Paragraphen gethan haben, das heisst, fügen wir 
zur ersten Spalte hinzu die (m -\- l)-te, multipliziert mit ct^^, die 
(m -\- 2)-te, multipliziert mit a^^ . . ., so erkennen wir sogleich, 
dass diese Determinante P sieh in eine andre verwandelt, die ohne 
Weiteres sieh auf eine Determinante m-ter Ordnung einschränkt. Letztere 
stellt aber nach unserer begriffhehen ErkRrung das zeilenweise Pro- 
dukt der beiden Matrices vor. 

Wir woUen nun die beiden Fälle m < w und w» > )i unterscheiden. 
Wir entwickeln vorliegende Determinante nach Produkten der Minoren, 
die in den ersten m Spalten enthalten sind. Ist jw > W , dann trifft 
es bei all diesen Minoren zu, dass sie eine Zeile ei nschli essen, die aus 
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Elementen Nuli bestellt. Mithin sind sie selbst alle Null und wir 
können daher ohne Weiteres schliessen: 

lat m > «, 90 wird das Prodakt der beiden rechteckigen 
Matrices von m Zeilen und n Spalten, zeilenweise gebildet, 
gleich Null. 

Setzen wir im Gegentheil den zweiten Fall voraus, m<«, dann 
ist es Tiel leichter, auf andere Weise vorzugehn. 

Die Produktdeterminante der beiden Matrices kann (nach dem 
Lehrsatze über Determinanten mit zusammengesetzten Elementen, § 2, 9) 
in eine Summe von w™ Determinanten zerlegt werden, die folgende 
Gestalt besitzen: 






\ = b,r.h,-,- 



wobei (fi r^ . . . r^) eine Variation m-ter Klasse mit Wiederholungen 
zu den n Indices 1, 2, . . . « vorstellt. Lassen wir die (r^ r^, . . . r^ 
sich auf jede mögliehe Art ändern und summieren dann die ent- 
stehenden Ausdrücke, so erhalten wir die Produktdeterminante. 

Wir bemerken nun in erster Linie, dass, wenn zwei oder mehrere 
der r unter einander gleich sind, das Ergebniss Null wird; also wird 
es genügen, sich auf diejenigen Variationen der n Indices zu je m zu 
beschränken, für die Wiederholung ausgeschlossen ist. Femer 
wollen wir die Summierung dergestalt ausführen, dass wir sie zu- 
nächst auf alle raÖghchen m] Permutationen derselben Gi-uppe von 
Indices r ausdehnen. Der absolute Werth der Determinante der a 
bleibt in jedem solchen Falle, wo die Entwicklung bei ein und der- 
selben Gruppe von Indices verweilt, ungeandert, es wechselt nur ihr 
Zeichen. Dies wird positiv oder negativ sein, jenachdem die Per- 
mutation der r zur Klasse der geraden oder ungeraden Permutationen 
gehört. 

Man erhält dann: 



\x2^+fhrM'^ 



«in,-, ■ ■ ■ ''«IJ-n, 

das heisst, das Produkt: 
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weier rechteckiger Matriee 


1 "... 


"i ^„, 


1 ^m ■■■ ^i^„, 


"-' 


«mr^ 


i ^»-, ■ ■ ■ ^".'■,« 



Dies ist abei das Piodnkt zweier homologen Minoren (bestehend 
aiiü gleichnaraifjen Spalten) innerhalb der beiden gegebenen Matriees. 
Lastt man auf jede mögliche Art die Indices }\ r^ ... r^ bei Aus- 
wahl deiselben nntei den Zahlen 1,2, ... n sich ändern und summiert, 
80 eigiebt sich die Summe dei Produkte der homologen Minoren, die 
in den zwei Matnues enthalten sind, oder mit andern Worten: 

Das Produkt zweier rechteckiger Matricea mit je n 
Spalten und m Zeilen (m < «) ist, wenn es zeilenweise aus- 
geführt wird, gleich der Summe der Produkte, in denen die 
in der einen Matrix enthaltenen Minoren w-ter Ordnung 
mit den homologen Minoren der andern verbunden sind. 

Wir haben schon gesagt, dasa jeder Minor der Produktdetermi- 
nante, die zu zwei vorgelegten Determinanten gehört, sich als Pro- 
dukt zweier rechteckiger Matriees aasdrücken lässt, die aus den beiden 
Determinanten zu wählen sind. Es ist nun das Gesetz leicht festzu- 
stellen, nach welchem man diese beiden Matricea auszuwählen hat. 
Nehmen wir einmal an, es handle sich um ein Produkt, das durch 
Verbindung der Zeilen mit Zeilen erhalten worden. 

Wir betrachten den Minor von der Ordnung m, der zu Elementen 
seiner Haupt diagonale die Elemente 

tr,,, , Cr,,,, ■ - ■ Cy,,,!^ 

hat. 

Man führt leicht den Nachweis dafür, dasa dieser Miuor aus der 
zeilenweisen Multiplikation der zwei rechteckigen Matriees hervorgeht, 
wovon die eine, in der eraten Determinante enthalten, zu Zeilen die 
der Ordnungszahlen r^^r^ ■ ■ ■ r^ hat, und die andere, eine in der zweiten 
Determinante vorkommende Matrix, von Zeilen gebildet wird, die den 
Zahlen SiS^- ■ ■ s,n entsprechen. 

Wenn wir daher in der Determinante der c einen Minor be- 
trachten, dessen diagonale Elemente säramtlich auch diagonale Elemente 
der gesamten Determinante sind (ein Minor, wie wir ihn schon oben 
als diagonalen Minor oder Hauptminor bezeichneten, siehe S. 11), 
dann sind die *\ Sg ■ ■ ■ Sm alle entsprechend gleich den r^r^- • ■ r^ und 
demzufolge die rechteckigen Matriees aus beiden Determinauten, deren 
Auswahl zu treffen ist, ans Zeilen mit denselben Ordnungszahlen ge- 
bildet, ea sind dies, mit andern Worten, homologe Matriees. 
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g 8. Beziproke Determinanten. 

Jedem einzelnen Elemente einer gegebenen Determinante ent- 
spricht ein algebraisches Komplement. Es giebt mithin n^ algebraische 
Eomplemente; wir werden sie Ä^, nennen. 

Die aua diesen gebildete Determinante, nämlich: 

I A^^ Aa ■ ■ ■ ^1« 

i Ä^i As ■•■ A,„ 
heisst die zur gegebenen reziproke Determinante. Nun gelten i'echt 
bemerkenswerthe Lehreätze, die die Beziehungen zwischen der rezi- 
proken und der vorgelegten Determinante feststellen. 

Von Yortheil ist hier die Anmerkung, dass die Determinante dem 
Werthe und dem Zeichen nach dieselbe sein würde, wenn die A,-s 
nicht die algebraischen Komplemente, sondern statt dessen nur die 
Komplemente zu den Elementen darstellen würden. Es würde diese 
Änderung nämlich gleiohwerthig sein einem Zeichen Wechsel bei den 
Elementen an ungerader Stelle. (Siehe § 2, 7.) Für die folgenden 
Darlegungen erscheint es jedoch angemessen, wenn die A die alge- 
braischen Komplemente darstellen. 

Zunächst vor Allem wissen wir, dass, wenn die gegebene Deter- 
minante den Werth Null hat, die algebraischen Komplemente der 
Elemente einer Reihe proportional sind denen der Elemente einer 
parallelen Reihe. (Siehe S. 20.) Damit ergeben sich für die reziproke 
Determinante die Elemente zweier Zeilen oder Spalten als proportional 
und dies genügt zu dem Schlüsse, dass die reziproke Determinante 
versehwindet. (Siehe § 2, 8.) 

übrigens sind dann für jeden beliebigen Minor, der der rezi- 
proken Determinante zugehört (natürlich mit Ausnahme der Minoren 
erster Ordnung, die die Elemente selbst vorstellen), gleichfalls die 
Elemente zweier beliebigen Reihen unter einander proportional und 
wir können daher schliesslich den Satz aussprechen: 

Wenn eine Determinante Null ist, so haben die zu 
ihr reziproke Determinante und auch alle Minoren derselben 
(bis zur 2-ten Ordnung) den Werth Null. 

Es giebt einen recht einfachen Lehrsatz, der ohne Weiteres den 
Werth der Reziproken zu einer vorliegenden Determinante angiebt. 
Stellen wir einmal das Produkt einer Determinante und der zu ihr 
reziproken dar. Der gebräuchlichen Regel zufolge wird 
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«11 ■ ■ ■ «1« j i ^11 • ■ • Äi„ 






,j J,g,-j [-«2« jisT., ■ 



■ »51 ^„iH |-«s„ j4„„ 



Nach bekaanten Lehrsätzen (Siehe § 5, zu Beginn) über die Minoren 
einer Determinante ist nun ersichtlich, dass in dieser Produktdeter- 
minante, abgesehen von den Elementen der Hauptdiagonaie, alle übrigen 
Null sind. Die Elemente der Haupt diagonale sind hingegen dem 
Werthe der gegebenen Determinante gieieh; der letztere mag mit 2) 
beaeichnet werden. 

Daher erhält man, wenn die IJeziproke mit R benannt wird, 

RD = i)" 
und daraus: 

So folgt dieser wichtige und einfache Lehrsatz (Cauchy): 

Die Reziproke zu einer TOrgelegten Determinante ist 
dem Werthe nach deren (n — ^ l)-te Potenz. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Minoren von 11 mit 
Hilfe derer von D ausdrücken lassen. 

Wir können eine gegenseitige Beziehung zwischen den Minoren 
von ö und denen von B feststellen, indem wir diejenigen Minoren 
als entsprechende auffassen, welche in D und in Jt von Zeilen und 
Spalten je mit den nämlichen Ordnungszahlen gebildet werden. Zwei 
so gestaltete Minoren werden wir homologe nennen. 

Der grösseren Einfachheit wegen betrachten wir zunächst den 
Minor m-ter Ordnung, der in den ersten m Spalten und den ersten 
m Zeilen der Reziproken B enthalten ist. Er wird dargestellt durch: 

\A, ■■■ ^i™ 

Jö"= 



Wir werden ihn mit der gegebenen Determinante multiplizieren, natür- 
lich nach geeigneter Hinzufflgnng von Zeilen und Spalten, sodass wir 
die Ordnung dieses Minor erst auf n erhöhen. 
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Es empfiehlt sieh min hier im Besondern, das Produkt 
folgenden Form aufzustellen: 


in der 




Ai ■■■ ^i-n ^i,«,+i ••■ A,. 


\a ■■-»!« 








A„n-- Ä„,.„ A„,,„+r--- A,-,„ 


1 a^i • ■ ■ aa„ 








■ ■ ■ 1 ■■ ■ ü 
■-. ■■■ 1 


\ a^-i ■ •• a„ 







Von diesen zwei Determinanten, ist die erstere, wie man anmittelbar 
einsieht, dem Minor M gleiehwerthig; das Produkt beider wird: 

D 

D 











- ö 

■ am.m + 1 <*m+l,m- 







Entwickelt man diese Determinante nach den Minoren, die in 
ersten m Zeilen vorkommen, so erhält man: 



nnd die hier auftretende Determinante ist abgesehen vom Vorzeichen 
nichts andres, als eine Unterdeterminante JV, die innerhalb der vor- 
gelegten Determinante als homologer Bestandtheil dem Komplemente 
von M in der Reziproken entspricht. 
Es ergiebt sich daher: 

M.D^1)"'.N 
und daraus: 

Jlf =iV"._D'"-i 

Dies Ergebaiss haben wir mit Benutzung des besonderen Minor M 
erhalten, können es aber auf den Fall eines beliebigen andern Minor 
erweitern; denn da jeder beliebige andere Minor in M von der Ord- 
nung m bei passender Verrückung von Zeilen und Spalten (die nur 
höchstens das Zeichen von Ji zu ändern vermag) sich dahin bringen 
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läaat, die Stellung von M in li einzunehmen, so wird man, wenn man 
dann noch auf ähnliclie "Weise und mit der gleichen Wirkung im 
Zeichenweclisel die Zeilen und Spalten Ton D umstellt, das nämliche 
Ergebniss erschliessen können. Wir dürfen mithin ohne Beschränkung 
den Satz (Jacobi) aussprechen: 

Ein beliebiger Minor M von m-ter Ordnung, innerhalb 
der rezäproken Determinante M, ist gleichwerthig dem alge- 
braischen Xompiemente innerhalb D zu dem Minor, der 
homolog ist zu M, multipliziert noch mit der (m — l)-ten 
Potenz der gegebenen Determinante. 

Für die Minoren {n — l)-ter Ordnung ergiebt sich: 
Das algebraische Komplement eines Elementes A,-^ von i? 
ist gleich dem entsprechenden Elemente ß,-s von D, multi- 
pliziert mit der (n — 2)-ten Potenz desselben D. 

Dieser letzte Lehrsatz zeigt, dass, wenn man zu einer Determi- 
nante 1) die Reziproke R bildet und dann zu dieser wiederum ihre 
Reziproke B,', die Elemente ün, allerdings in Begleitung des Faktors 
J)""^, an gleichnamiger Stelle, wie in D, jetzt in H' erscheinen, 
sodass D und M', abgesehen von dem Faktor /)"(«— ^Jt^ in ihrer Bil- 
dung übereinstimmen. 

Und hierdurch eben wird die Bezeichnung „reziproke Determi- 
Dante", die wir dem B, beilegten, gerechtfertigt; die beiden Determi- 
nanten D und Ja stehen eine zur anderen in einem gewissen Wechsel- 
verhältnies, das sich leicht zu einem vollkommenen würde ausgestalten 
lassen, woUte man etwa mit Kronecker zwei Elementen Systeme als 
reziproke bezeichnen, sobald ihre Zusammensetzung dem Produktsatze 
gemäss das sogenannte Einheitssystem entstehen lässt. Nach dieser 
Auffassung würde System w^, reziprok zu System a„ heissen, wenn 
«., = A,, : D ist. 

Aus obigem Hauptsatze entspringt auch sogleich der weitere Satz: 
Wenn in D ein Minor Null ist, so ist das Komplement 
des zu ihm homologen Minor in It auch NuU. 

Ein andrer Lehrsatz über reziproke Determinanten ist der folgende: 
Hat man zwei Determinanten derselben Ordnung D und D' 
und multipliziert sie mit einander auf eine von den vier 
möglichen Arten, oder, um durch ein Beispiel bestimmteren 
Vorstellungen Raum zu gewähren, multipliziert sie nach 
Zeilen (also durch Verbindung der Zeilen mit den Zeilen), 
stellt dann auf dieselbe Weise das Produkt ihrer Reziproken 
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dar, E und It', so wird man zwei Determinanten P, Q er- 
halten, von -welchei] die zweite die zur ersten reziproke iat. 
Dass das Produkt Q seinem Werth nach reziprok sein muaa zu P, 
das erkennt man sofort, wenn man an die Gleichungen denkt: 

R' == jy-^ 

und ihre unmittelbare Folge: 

e = p.-R' = (7?.7r)"-' = P"-i 

Wir wissen ja doch, dass die Reziproke zu P gerade den Werth 
P°~^ besitzt. 

Fraglich bleibt eben nur, wie zu beweisen, dass sich Q auch 
in seinen einzelnen Elementen ala zu P reziprok darstellt. 

Die Elemente von D mögen heissen a^s, öVs die von ]}', die 
Elemente Ton IR^R' beziehungsweise Ars,-^rs- Wir bezeichnen noch 
in entsprechender Weise mit 6,.,, Br, die Elemente der Produkte F,Q- 

Wie man vom vorigen Paragraphen her weiss (Siehe S. 30), ist 
das Komplement von ö^t ii -P eiii^ Determinante, die sich aus zwei 
rechteckigen Matrices als ihr Produkt nach Zeilen bilden läest. 
Die beiden Matrices gewinnt man aus D und 77, wenn man darin be- 
ziehungsweise die »--te und die s-te Zeile unterdrückt. TJm dann das 
algebraische Komplement zu erhalten, bedarf es noch der Multiplika- 
tion mit (■ — !)'■+*. 

Nach einem unserer Sätze über Multiplikation der Matrices er- 
giobt sich, dass ein Produkt, wie es hier gefordert wird, gleich kommt 
der Summe der Produkte aus allen Paaren homologer Determinanten 
von der Ordnung (w — 1), die in jenen Matrices vorkommen. 

Weil nun die in jenen Matrices enthaltenen Determinanten be- 
ziehungsweise die folgenden sind: 

so ergiebt sich das Komplement von h^^ in P als: 

(- iy+'[AiXi + ArW.^ + — h A.^'.J 

und nach Multiplikation mit (—1)'+', um das algebraische Kom- 
plement zu gewinnen, erhält man genau das Element B,-., von Q. 
Hiermit ist der Lehrsatz bewiesen. 
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Zweiter Theil. 
Besondere Uiitersnchniigeii über Determinanten; Anwendungen. 

§ 9. Andere Methoden für die Entwicklung einer Determinante. 
Die Regel von Laplace. 

Unter dem Namen der Regel von Sarrus ist eine Anweisung 
zur Entwicklung einer DQterminy,iite der dritten Ordnung bekannt: 



ftlan denke sich die Elemente hervoi gehoben, welche auf schnei- 
denden Linien gelegen sind die zu den beiden Diagonalen parallel 
veilaufen und nenne komplemenfcai diese Schnittlinien, wenn sie sieh 
aut entgegengesetzten Seiten emei Diagonale befinden und wenn zudem 
die in beiden enthaltenen Elemente dei Anzahl nach drei sind. So 
lind komplementai die beiden bchnitthnien : 

und 

Man muIfcipliziLie mit eminki alle in dem Hauptsehnitt (Haupt- 
diagonale) enthaltenen Elemente und diejenigen auf den paarweis zu 
emandei komplementären Schmttlinien, soweit sie zur Hauptdiagonale 
parallel veilaufen Man eihalt auf diese Weise drei Glieder der Ent- 
wicklung dei gegebenen Determmante Das i^mliehe Verfahren wende 
man auf die zweite Diagonale an und auf die zu ihr komplementären 
Schmttlmien so eigeben sich drei weiteie GUieder der Entwicklung 
und diese letzteren diei hat man mit negativem Zeichen zu veraehen. 
Die Gresammtheit dei sech? tihedei stellt die Entwicklung der 
vorgelegten Determinante dar. Man bildet also die Summe der Pro- 
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dukte (mit positiTem Vorzeieiien genommen) der in der Hauptdiagonale 
enthaltenen Elemente und in den Paaren TOn komplementären Schnitt- 
linien, die zu ihr parallel, und dann die Summe der Produkte (mit 
negativem Zeichen) aus den Elementen der Neben diagonale und der 
au ihr parallelen Paare komplementärer Schnittlinien. 

Eine Erweiterung dieser Methode auf Determinanten beliebiger 
Ordnung ist in einer Arbeit von Bonolis gegeben. Gleichwohl ist 
ea nicht nöthig bei dieser Betrachtung zu verweÜen, da sie von wenig 
Belang ist. 

Bonolis, Di un nuovo e semplice modo dl ^viluppaie i determminti di 
grado qualunque, e sua applicazione alla ricerca della iisultante di diie e (udzioni 
qualBivogliano. Gioni. di Batt vul 21 (lS8i) [336—342] 

Wir fuhren hier noch an 

Teiseira, Processos pspeditos jiaia ichaa os deienvolnmpntos de olguna 
determinantes. Jörn, de sc mith vol 11 (1812—03) [S8— 93] 

Teiseira, Novo metliodo de dpsenvolver r? deteimmantes Torn dp so 
math. vol. 11 (189i) [173—187] 

Eine Frage von nahe verwandtei Art ist tuch. m einem Paiagraphen dps 
Aufsatzes von Albeggiani, buluppo dt un determmante ad elementi polmomi 
Giom. di Batt. vol, 13 (1875} [1—32] S ib tf heapjochPn 

Es handelt sieh darum, biaachbare Anweisungen autzustellen tilr 
die Bildung der verschiedenen Gheder dei Deteiminintenentvncklung 
TJiiter allen Umständen aber, das wollen wu wiederholen, sind dies 
Untersuchungen, denen man nur geringe Bedeutung beimessen kann 

Die Entwicklung einer Determinante betieffend müssen wir jedoch 
noch eine weitere Bemerkung hervorheben 

Wir haben oben dargestellt (Siehe S 17), wie eme Determinante 
sich in eine Summe von Produkten entwickeln lasst, worin die in M^ 
parallelen Reihen eingeschlossenen Minoien und die ihnen zugehörigen 
algebraischen Komplemente paarweise verbunden auftreten Wenn 
man dann zu wiederholten Malen diesen Lehrsatz anwendet, so gt 
langt man naturgemass zu di 



Sind Wj «2 ■ ■ ■ Wt ganze Zahlen von der Beschaffenheit, dai 



und wählen wir in einer Determinante M-ter Ordnung % Zei- 
len, dann weitere w^j danach % andere und so fort, heben 
eine beliebige Determinante, die in den ersten % Zeilen 
enthalten ist, heraus, dann gleicherweise eine aas den 
zweiten «^ Zeilen hervorgehende, deren Elemente jedoch 
nicht Spalten angehören dürfen, die schon bei Bildung der 
ersteren Determinante Berücksichtigung fanden, und setzen 
dies Verfahren ununterbrochen fort, so wird die Summe der 
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Produtte aller derartigen Kombinationen von /.; Determi- 
nanten, jedes mit geeignetem Zeichen versehen, die Ent- 
wicklung der gegebenen Determinante vorstellen. 

Man würde auch ohne Schwierigkeit die Regel auffinden, nach 
der einem jeden so gebildeten Theilprodnkte von Je Faktoren sein 
Vorzeichen zu geben ist. 

Ein jedes Glied der Entwicklung wird das Zeichen -|- 
oder — erhalten, jenachdßm dem Produkte aller Haupt- 
elomenfce der h Determinanten, die Faktoren dieses Gliedes 
sind, positives oder negatives Zeichen zukommt. 

Diese Anweisung zur Entwicklung der Determinante führt den 
Namen der Laplaceschen Begel, sie ist indess in der vorliegenden 
(gegenüber dem Satz auf S. 17), erweiterten Fassung erst von Jacobi 
behandelt worden. Man vergleiche: 

Vandermonde, Memoire sor rölimination. Möm. de l'ac. Paris. Ännfe 
1772. See, partie (1776) [516—533] S. 518. 

Laplace, Eecherches sur le calcul intögral et sur le systfeme du monde. 
Mto, de l'ac. Paris. Annöe 1778. See. partie (1776) [267—376] Article 4, S. 297 
wieder abgedruckt in Oeuvr. de Laplace t. 8, Paris 1891 [369—477] article 4. 
S. 395—406. 

Jacobi, De formatione et proprietatibus deteriainantium. Joum. f. Math. 
Bd. 33 (1841) [285—318] S. 398 f., wieder abgedruckt in Jaoobi, gesammelte 
Werke, Bd. 3. Berlin 1884 [367—392] S. 370 f. (DeutBohe Ausgabe mit An- 
merkvmgen durch SttLckel in Ostwalds Klassikern der exakten Wiasen- 
schaften N. 77.) 

Schering, Analytische Theorie der Determinanten. (Ari^. 4; Zerlegung in 
Untevdeterminanten.) Ges. d. Wies. Göttingen, Abhandl. Bd. 23. 1877 [3—42]. 



g 10. Umwandlung einer Determinante. 

Werden Minoren zweiter Ordnung eingeführt, SO kann 
jede Determinante D der Ordnung n in der Gestalt einer 
Determinante der Ordnung (n — 1) dargestellt werden. 

Denn ziehen wir von der letzten Spalte, nachdem sie mit »i, „_i 
multipliziert worden, die vorausgehende, ihrerseits mit ax,n multipliziert, 
ab, vermindern darauf die vorletzte Spalte nach Multiplikation mit 
ai,„_a nm die (« — 2)-te multipliziert mit «i, „_i und so weiter, so 
entsteht eine Determinante, in der die Elemente der ersten Zeile bis 
auf das erste Null sind und, weil ferner durch dies Verfahren die 
ursprttnghehe Determinante mit «i, „_i Gi, «— s ■■- «1,1 multipliziert 
erscheint, so ergiebt sich nach Tilgung des Faktors oi^^ auf beiden 
Seiten der Gleichung: 
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Demnach wird D, abgesehen von einem Faktor, durch eine De- 
terminante (n — l)-ter Ordnung ausgedrückt, deren Elemente Minoren 
der zweiten Ordnung sind. Also gilt der Satz: 

Unter der Voraussetzung, dass alle Minoren zweiter 
Ordnung einer vorgelegten Determinante durch p theilbar 
sind (ohne dass die Elemente selbst diese Eigenschaft haben), 
ist die gegebene Determinante durch p""^ theiibar. 

Janni, V., Diinostrazione di alcuni teoremi sui determinanti. Giorn. diBatt. 
vol. 12 (1814) [142—145] S. 143. 

Dieser Lehrsatz kann als Erweiterung jenes anderen angesehen 
werden, welcher aussagt, dass eine Determinante der Ordnung n durch 
p'^ theilbar ist, wenn alle ihre Elemente durch p theilbar sind. 

Für die Determinante D gewinnt man noch eine Umwandlung, 
die der soeben angezeigten ähnlich ist, auf die folgende Weise, Von 
den Elementen der zweiten, dritten, . . . Zeile zieht man, nachdem man 
sie mit Oj; multipliziert hat, diejenigen der ersten Zeile ab, beziehungs- 
weise mit ßjj, ßfli, . . . multipliziert. Beachtet man, daas dann die 
Elemente der ersten Spalte, mit Ausnahme des ersten, alle ver- 
schwinden, so erhält man: 

(aii«33 — ai2asi), («uOias — duati) , ■■■ («111*2« — ai„«ai) 
D=_l_ . ..... 

" (ano^i — ffi2a«i), (ffiiö„3 — Oi3(t«i), ■ ■ ■ (»11««« — «i«««i) 

in dieser Formel stellt sich noch einmal das obige Ergebniss dar, 
dass nämlich die vorgelegte Determinante vermittelst einer anderen 
von der Ordnung (n — 1) ausdruckbar ist, deren Elemente als Minoren 
zweiter Ordnung jener, der gegebenen, zugehören. Der Unterschied 
zwischen dieser Formel und der vorausgehenden besteht in Folgendem. 
Die Minoren zweiter Ordnung, welche hier als Elemente der umge- 
wandelten Determinante auftreten, enthalten sämmtlich das Element a^^. 
Es ist diese F'ormel noch verallgemeinert worden durch Studnicka, 
der die neue Gleichung aufgestellt hat: 






■■■a/,-i^t-ia,,^/,+i), («11 «sa 



■-■«S_l,;,_l«;,_|. 



,.) 



(«11 «22 -■■»/, _ 



^/,,n) , (aii»aa*' 



lOl + Ll + i),- 

-im.+i,,.) ,■• 
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Theil 11: g 10, Umwandlung dei' Detenninante. 



Allgenieiüen mit 



die üeterininante : 



1 »o) 



bezeichnet sein soll, bei i,j^^h,h-\~l,---n, und mit «y ilire efste 
Unter determinante der Ordnung (h — 1) 

(fflii «SS ... aj_,,/,-i). 

Obige Formel lehi-t: 

Eine Determinante «-ter Ordnung lässt sich umwandeln 
in den Quotienten zweier DeterminanteD, wovon die eine 
von der Ordnung (n~-h~\-l) ist und als Elemente ihrerseits 
Determinanten Ä-ter Ordnung hat, während die andere von 
der Ordnung (h — 1) ist. 

StudniSka, Über eine neue Defemjinanteotransfoi'mation. Bölim. Ges. Bei'. 
Jahrg. 1879. Nr. 49 [4S9— 494]. 

Eine weitere Art der Umwandlung einer Determinante besteht 
darin, dass man sie in die Form der sogenannten Differenzen- 
determinanten überführt. 

Wir bezeichnen, wie man das gewöhnlich thut, mit 
z^ßjj, i^CTia, ■ ■ ■ ^ßi, «— 1 
die Differenzen erster Ordnung der Grössen 

«11 «li. ■ ■ ■ Ml« 
das heisst, die Differenzen auf einander folgender Elemente der ge- 
dachten Reihe, also: 

«lä — «11, «'■la ^ «12? ■ ■ ■ «i/i — «1, >i— 17 
des Weiteren mit 

die Differenzen zu der Reihe der ersten Differenzen (man nennt sie 
Differenzen zweiter Ordnung oder zweite Differenzen). Dera- 
gemäss fahren wir dann fort. 

Ziehen wir nun von den Elementen einer jeden Spalte der ge- 
gebenen Determinante die Elemente der vorausgehenden Spalte ab, 
so ergiebt sich: 
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z -Entwicklung der Detenninante. 



_D = 



^a„ 






Hieran wiederholen wir dasselbe Verfahrenj indem wir bei der 
dritten Spalte Halt machen, danach wieder behandeln wir die so ent- 
standene Determinante auf entsprechende Weise, bis wir bei solchem 
Fortschreiten zu der Determinante gelangen: 

j «i, ^«„ ^^«11 ■ ■ - z/"-i 
]) = I a.2^ ^a^i ^Vtsi ■ ■ ■ -^"-' 

Hieraus ei'giebt sich leicht der Lehrsatz: 

Eine Determinante ist Nuli, wenn die Elemente einer 
jeden Zeile eine arithmetische Reihe darstellen, deren Ord- 
nung nicht grösser ist, als (n — 2). 

Da nämlich eine arithmetische Iteihe als Reihe M-ter Ordnung 
benannt wird, wenn ihre w-ten Differenzen konstant sind, so werden 
bei gedachten Voraussetzungen die Differenzen von der Ordnung (n — 2) 
oder von niedrigerer Ordnung konstant, die Elemente der letzten 
Spalte in der Umwandlungsform unserer Determinante also Null sein. 

Wendet man überdies das nämliche Verfahren zur Darstellung 
von Differeazäeterminanten auf die Determinanten /t-ter Ordnung an, 
die bei der vorausgehend besprochenen Umwandlung einer Determi- 
nante als Elemente erscheinen, so tritt dieser weitere bemerkens- 
werthe Lehrsatz hervor: 

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente von 
h Zeilen oder Spalten arithmetische Reihen bilden, deren 
Ordnung nicht grösser ist, als (h — 2). 

Studnieka, Neuer Beitrag zur Theorie der Determiiiaiiten, Böhm. 6ea, 
Ber. Jahrg. 1890. Nr, 6 [1—5]. 



Potenz-Entwicklung ein 
ihr vorkon 



r Determinante nach besonderen i 
sienden Grössen. 



In einer allgemeinen Determinante mit den Elementen a,j denken 
wir uns zu allen Haupteiementen x hinzugefügt. 

Wir wollen bei Entwicklung dieser Determinante eine Ordnung 
der Glieder gemäss den Potenzen von x eintreten lassen. 

Der gewöhnliche Weg, den man zu diesem Ziele wählen kann, 
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Theil 11: § II. Potenz-Entwicklung der Determinante. 



ist der folgende. Man denkt sich die Determinante in der Form f 
schrielien : 

«11 + ^. «1, + 0, ■■- ai„ + 
«äi + O, a,,^x,--- «3, + 



««1+0, «,3-|-0, ■ ■ ■ a„^-\-x 

und zerlegt nach der iibiiehen Regel (§ 2, 9) diese Detenninante mit bino- 
mischen Elementen in andere Determinanten mit einfachen Elementen. 

Der Theil, der von x frei ist, wird dnrch die Determinante der 
aij geliefert, der den Faktor x in der ersten Potenz enthaltende Ab- 
schnitt ergiebt sich, wenn man bekanntermaassen die zweiten Glieder 
der Elemente jeder einzelnen Spalte je mit den ersten Gliedem der 
Elemente aller andern verbindet. 

Zum Beispiel wird eines der GUieder, in denen x im ersten Grade 
vorkommt, durch die Determinante 



dargestellt, deren Werth 



ist. Hier ist der zweite Faktor ein Hauptminor (diagonaler 
Minor) von der Ordnung (n — 1) der gegebenen Determinante. 
Die übrigen Glieder mit x enthalten als Koeffizienten aRe die andern 
(« — 1) diagonalen Minoren der Ordnung (n — 1). Wir können 
daher behaupten: Der Koeffizient der ersten Potenz von x in der Enfc- 
■wicldung unserer Determinante wird durch die Summe sämmtlicher 
Hauptminoren (n — l)-ter Ordnung aus der Determinante der a^ ge- 
bildet. Desgleichen ist der Koeffizient des Gliedes mit x^ die Summe 
aller diagonalen Minoren (n — 2)-ter Ordnung und so weiter. 

Eine Entwicklung der Determinante, die bei einiger Verschieden- 
heit doch viel Aehnliehkeii mit der hier besprochenen zeigt, findet 
man in Mittheilungen von Capelli. 

Eine noch allgemeinere Entwicklung enthält eine neuere Arbeit 
von Cazzaniga. 

Capelli, Sopra certi sviluppi di dcterminaiiti, Aec, di Nap. Rend. ser. 2, 
vol. 3. anno 28 (marzo 18SB). 
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Capelli, Sur Ips determmant^ dont let ^l^nwnte pimripaux varicnt en 
Progression aiittm^tiiiup Nouv ann de math 3' sei t 14 (1895) [62—63], 

Cazzamga, &opra i deteiminanti di cra gli elementi principali vatiano 
in progressione antmPtica Ist Loinb Rend sei 2, \ol 29 (maggio 189Ö) 
[541—553]. 



§ 12. Entwicklung der geränderten Determinanten. Darstellung 
einer Determinante durch die Elemente einer Zeile und einer Spalte. 

Man pflegt eine Determinante J) gesäumt oder auch gerändert 
zu nennen, wenn sie aus einer andern Determinante A von niedrigerer 
Ordnung durch Hinzufügung einer gewissen Anzahl von Zeilen und 
ebensoviel Spalten gebildet ist. 

Wir wollen zunächst voraussetzen, es handle sich dabei nur um 
eine Zeile und um eine Spalte. Wir bilden also: 



Nun wollen wir für eine solche Determinante eine Entwicklung 
suchen dergestalt, dasa die Produkte der « mit den ß hervortreten. 
Augenscheinlich ist das Glied, welches y enthält, 



wenn unter A die ursprüngliche Determinante verstanden wird; denn 
in keinem einzigen andern Gliede erseheint der Fabtor y. Prüfen 
wir, von welcher Art der Faktor ist, der in der Gesammtentwicfelung 
zu dem Produkte Oißj (i,j = 1,2, . . .n) hinzutritt. Wir betrachten 
den Minor 2 ter Ordnung 



1 ft r \ 

Erinnern wir uns der Anweisung für die .Entwicklung der De- 
terminanten nach Produkten von Minoren, so sehen wu" unmittelbar, 
dass den andern Faktor, mit dem dieser IMinor in gedachter Ent- 
wicklung multipliziert erscheint, daa Komplement des Elementes a/j 
innerhalb der Determinante A darstellt. Dies werden wir mit A^j be- 
zeichnen. Überdies wird das Zeichen, welches dorn Produkte 



«;_, «,- 



Au 
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44 Theil II: g 12. HeaseB Lehrsatz. 

in der Entwicklung unserer Determinante gebührt, dem Zeichen von 

entsprechen. 

Nun leuchtet ohne Weiteres ein, dass die Verbindung [Ki.ßi) 
einzig und allein in Gliedern vorkommt, die dem soeben verzeichneten 
Produkte zugehören, und zwar darin mit dem Koeffizienten erscheint: 

Wenn wir bedenken, dass in der Eutwieklnng der Determinante J) 
isäsi ÜYieA Bn\Mii([ac Aan FaVtor 3; enthaltan wipfi, ßflor nin Vr.n{\u\£t 
aaoi! Art von (nißj), köncen wir schlieeslieh die JiSniwicklung von D 
in der Form (Cauchy) niederschreiben: 

wobei wir die Summiernng ausdehnen auf alle t,j^^l,2,... n. 

Man wird nun eine ähnliche Untersuchung anstellen können, wenn 
man, anstatt nur eine Zeile und eine Spalte hinzuzufügen, die Matrix 
der Determinante um r Zeilen und r Spalten erweitert. 

Man ersieht hiemach, wie eine Determinante sich in der Art 
entwickeln lässt, dass (abgesehen von dem Gtliede yÄ) ein bilinearer 
Ausdniek in den Elementen einer Zeile und einer Spalte hervorgeht. 

Wir haben hier den folgenden Satz von Hesse anzumerken, der 
den Fall betrifft, wo ein solcher bilinearer Ausdruck sieh in das Pro- 
dukt zweier linearen Funktionen zerfäUen läast. 

Hesse, Ein Determinanten sati. Joura. f. Math. Bd. 69 (1868) [319—322], 
wieder abgedruckt in Hesse, Geaammelte Werke. München 1897 [557—560]. 

Hierzu kann man noch vergleichen 

Weieretrass, Über ein die homogenen Funktionen zweiten Grades be- 
treffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die Theorie der kleinen 
Schwingungea. Akad. Berlin. Monatsber. 1858 (März 1858) [207—220] S. 211. 
Wieder abgedruckt in Weierstrass, Mathem. Werke. Bd. 1. Berlin 1894 
[233—246]. 

Wenn das Komplement Ajj eines Elementes «;, der ge- 
gebenen Determinante^Nullist, so ist diese in zwei Faktoren 
zerlegbar, von denen jeder linear und mit gebrochenen Ko- 
effizienten zusammengesetzt ist aus den mit a^j in einer Reihe 
befindlichen Elementen, der eine aus den Elementen: 



der andere aus: 

«U Öls; ... «(_t,j Cfi+lJ ■ - ■ (^ni 

Setzen wir einmal der Einfachheit wegen voraus, A^^ sei Null und 
betrachten in der zur gegebenen reziproken Determinante den Minor 
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§ 13. Anzahl dei' Glieder mit besonderen Elementen. 



der also dem Produkt 

gleich sein wird. 

Nach den Eigenschaften der reziproken Deterounante ist dieser 
Minor gleich A.A^^,^^, wenn wir mit ^u, ^a den Minor bezeichnen, 
der aus Ä hervorgeht, wenn man darin die erste und zweite Zeile und 
die erste und zweite Spalte unterdrückt. Mithin erhalten wir die 
Gleichung: 

Entwickeln wir nun Ä,^ , ^, nach den Elementen der ersten 
Spalte und der ersten Zeile, so erhalten wir bei gleicher 7 
nungsweise: 

^is = «ai^n,?2 — «31.^11,32 + ■ ■ ■ rb 0'niAn,ni 
A^^ = fl^j^u.än — (»la'in.as + ■ ■ ■ + a,^Ä.i.i„ 
Die Au^ij enthalten nicht mehr die Elemente: 



und so ergiebt sieh für A eine Darstellung als Produkt zweier 
linearen Funktionen der gedachten Elemente mit Koeffizienten, welche 
das Verhältniss von Grössen ausdrücken, in denen nur die andern 
Elemente vorkommen. 

Über die geränderten Determinanten lese man noch eine Arbeit 
von Ärnaldi und vergleiche § 52 dieses Buches. 

Arnaldi, Sui determinanti orlati e sullo sviluppo di un determinante pei' 
detei-minanti orlati. Giora. di Batt. yol 34 (1896) [209—214]. 



§ 13. Anzahl der Glieder, die besondere Elemente enthalten. 

Eine Untersuchung, die mit der in den vorangehenden Para- 
graphen dargestellten nahe verwandt ist, bezieht sich auf die Zahl 
derjenigen Entwicklungaglieder einer w-reihigen Determinante, in denen 
nur k diagonale Elemente (also auf der Hauptdiagonale befindliche) 
vorkommen. 

Wir wollen die Berechnung in folgender Weise ausführen. Wir 
betrachten den ersten Hauptminor ft-ter Ordnung. Eines seiner Glieder 
wird das Produkt der ersten /; Hauptelemente sein. Alle Glieder, die 
diese h Hauptelemente als Paktoren enthalten, werden der Zahl nach 
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46 Theil JI: § tä. Anzail der Glieder mit besonderen Elementen. 

durch die Anzahl der Entwicklungsglieder gegeben, die dem Kom- 
plemente jenes ausgewählten Hauptminors zugehören, das heisst, sie 
werden durch die Zahl (n — Ä)! bestimmt. Nun kann man k Haupt- 
elemente auf so yielfache Weise auswählen, als der Bioomialkoeffizient 

■(»). 

Einheiten hat, folglich wird durch 

die Anzahl der Glieder gegeben, die / oder mehi Hauptelemente ent- 
halten. Jedoch ist zu bemerken, dast, bei diesei Berechnung gewisse 
Glieder mehrere Male gezählt sind. Diejemgen Glieder, in denen nur 
k und nicht mehr Hauptelemente -vorkommen smd nur einmal ge- 
zählt, aber die {k + 1) Hauptelemente enthaltenden sind (k -f- 1)^ mal 
gezählt, und so (k + 2\ mal die, welche {l -}- 2) Hauptelemente ent- 
halten. Bezeichnen wir mit s^ die Zahl der Gheder, in denen sich 
nur k Hauptelemente finden, so bekommen wir daher die Returaions- 
formel; 

Aus dieser Formel geht hervor, was übrigens au und für sich 
auch einleuchtet, dass s„^ 1 , s„_i = . 

Wir setzen nun der Reihe nach Ä = 1, 2, . . . « und bilden das 
Aggregat: 

s, — s,-^s, — s^^s, {— lySn = 

In diesem Ausdruck ist der Koeffizient von Si 

das heisat, es erhalten darin alle s/^ zu Koeffizienten +1. Es wird 
daher: 

s, -H s, -I- s, -I- ■■■ +^.-"''■{^-^ + 1 {- 1)",') 

Mithin lässt sich behaupten: 

Die Anzahl V^n der Glieder ohne Haupt elemente beträgt m!, 
vermindert um die durch das zuletzt verzeichnete Aggregat 
dargestellte Zahl, also 



y Google 



% 14. Die Abgeleitete der Determiaante. 47 

*■-"■&-.'■+ ■■■ +(-l)"i!) 

Was die Literatur über diesen Gegenstand anbetrifft, so kann 
man eingehen: 

Cayley, Sur les determinante ga.uclie8. Journ. f. Math. Bd. 38 (1849) [93—96] 
wieder abgedruckt in Caylej, The colteeted mathematical papei^, vol 1. Cam- 
bridge 1889 [410—413]. 

Weyrauch, Zur Theorie der Determinanten. Joura. f. Math. Bd. 74 
(I87ä) [273—276], 

Moiiro, Baltzer on tbe nurabcr of terms in a determinant -wifch a vani- 
shing diagonal. Meas. of math. vol. 2 (1872) 8. 38 f. 

Baltzer, Mathematische Bemerkungen in den Her. d, Ges. d. Wiss. Leipzig. 
1S73. Bd. 35. [523—537] S. 534 f. 

Baltzer, Determ. 1881. S. 39ff. 

V. Szüts, Znr Theorie der Deterrairanten. M. A. Bd. 33 (1889) [477— 492J. 



% 14. Die Abgeleitete einer Determinante. Determinanten von 
Wronski. 

Denken wir uns einmal, jedes Element einer Determinante stelle 
eine unabhängige Veränderliche vor. Dann erhellt gemäss der An- 
weisung zur Entwicklung der Determinante ohne Weiteres die folgende 
Eigenschaft: 

Die mit Bezug auf ein beliebiges ihrer Elemente ge- 
bildete Abgeleitete der Determinante ist gleich dem alge- 
braischen Komplement dieses Elementes, 

Nehmen wir nun an, alle Elemente der Determinante wären 
Punktionen einer Veränderlichen ic. 

Es mögen also in der Determinante: 



die M Funktionen von x aein 

Nach dem Lehrsatze über die Differentiation zusammengesetzter 
Funktionen ist im Allgemeinen: 

wenn wir mit Urs das algebraische Komplement zu m^j in P he- 
zeichnen. 
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48 Theil II: § 14. Wronskisolie Detenuinantea. 

Führen wir die Summation mit Bezug auf s aus und setzen: 

"dx" ^ **" 
SO erhalten wir: 

u[, u'i2 ■ ■ ■ u'ia ' Mji M^2 ■ ■ ■ Ml, 

^ M», Md, ■ ■ ■ Uin 1 I Mbi MäS ■ ■ ■ Wä„ 1 

I 
M„l ««»2 ■ ■ ■ M« I M«l M.,3 ■ - - M.. 

Die Regel zur Bildung der Abgeleiteten lautet also: 

Man bilde die Summe von n Determinanten der Art, 
dass eine jede aus der gegebenen bervorgebt, wenn man an 
Stelle der Elemente einer Zeile (Reihe) die eiitsprecheaden 
Ableitungen dieser Elemente einsetzt. 

Besondere Beachtung verdienen auch Determinanten, die auf 
folgende Weise gebildet sind. Auf einer Zeile (Reibe) stehen da 
als Elemente n Funktionen von x, auf einer zweiten Zeile die Ab- 
geleiteten dieser Funktionen, auf einer dritten Zeile die zweiten Ab- 
leitungen und ao weiter bis zur M-ten Zeile, wo sich die Abgeleiteten 
(« — l)-ter Ordmmg der nämlichen Funktionen finden. 

Solche Determinante der n Funktionen (auch Determinante des 
Funktionen Systems genannt) pflegt man neuerlich nach dem Namen 
des Philosophen und Mathematikers Wronski zu bezeichnen; sie ist 
von Nutzen bei der "ÜnteTSucbung der linearen Abhängigkeit oder 
Unabhängigkeit von n gegebenen Funktionen. 

Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungea 
mit einer unalD hängigen Variablen, Leipzig 1894. S. 46 ff. 

Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleicliungen. 
Bd. 1. Leipzig 1895. S- 36 ff. 

Kritifiche Anmerkungen zu dem Hauptsatze über die Wroßskischen De- 
terminanten lieferte Peano. Man lese 

Peano, Sur le döterminant wronekien. Mathesis. Tol. 9 (1889} [75—76, 
110—112]. 

Peano, Sul determinante wronakiano. Koma Aoc. Line. Ilend. ser. 5, yol. 6. 
l"aem. (1897) [413—415]. 

Es ist zunächst eine wichtige Eigenschaft solcher Determinanten, 
dass ihre erste Ableitung mit Bezug auf x sich ergiebt, wenn man 
einfach an Stelle der Elemente jener Zeile, wo die Abgeleiteten 
(w— l)-ter Ordnung stehen, die Abgeleiteten w-ter Ordnung derselben 
Funktionen eiusetzt. 

Malmstön, Moyens pour troaver Texpression de la m'*™ intögrale parti- 
ralifere de I'equation Unfaire j/<"' + Pi/"""'' -[- Qy'^'"~^^ + ■ ■ - -j- Sj/' -(- Tj/ = 
a l'ajde des (« — 1) valeurs y, , y^ , ■ ■ . pn—i q.ui satisfont k cett« öquation. 
Joum. f. Math. Bd. 39, (1850) [91—98] 8. 93, 
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. WronskiBcte Determinanten. 



Bildet man ihre Ableitung mit Bezug auf x nach der vorher 
gegebenen Regel, so werden, wie man leicht erkennt, die {n — 1) ersten 
Determinanten Null, da ja in ihnen stets zwei identische Zeilen auf- 
treten, und es bleibt von dem ganzen Aggregat einzig die letzte 
Determinante übrig, also wird: 



Eine zweite Eigenschaft der Wronsiiischen Determinanten spricht 
sich in folgendem Satze aus: 

Wenn man die Punktionen !% ■ - ■ m, mit einer beliebigen 
Punktion M multipliziert, so erscheint die ganze Determi- 
nante dadurch mit m" multipliziert. 

Wirklich werden die Elemente der zweiten Zeile hierdurch ver- 
wandelt in; 

die der dritten Zeile werden: 



,Lir> ('^ '^i) 



b(»%) 



EntwiLkeln wii diese Abgeleiteten nach der bekannten Leibnitz- 
scben Regel und zeilegen die Determinante mit mehrgliedrigen Ele- 
menten, die dabei ent-^teht, m ein Aggregat der entsprechenden Anzahl 
von Deteiminanteu mit emiachen Elementen, so finden wir, dass 
einige davon Null sind, weil bei ihnen die Elemente einer Zeile als 
die gleichen Vielfachen derei einer parallelen Zeile auftreten, und 
dass eine einzige von Null verschieden ist und zwar der ursprüng- 
lichen Deierminante gleich, wenn man nur in dieser alle Elemente 
mit u multipliziert denkt. 
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50 Theil II: § 15. Eigenschaften der Minoren der Produktdeterminante. 

Die zuletzt erörterte Eigenschaft der Wronskisehen Determi- 
nanten (daneben auch ihre S. 48 einleitend erwähnte Bedeutung für 
das zugehörige Funktionensystem) finden sich bei: 

Hesse, über die Kriterien des Masimums und Mininiums der einfacten 
Intwrale. Jonm. f. Math. Bd. 54 (1857) [227—273] 8. 349. Wieder abgedruckt 
in Hessej Gesammelte Werke, Mtinohen 1897 [413—467], 

Christoffel, Über die lineare Abhängigkeit von Punktionen einer einzigen 
Veränderlichen. Joum. f. Math. Bd. 56 (1858) [381—299] S. 298. 

Frobenius, Über den Begriff der Irreduktibilitftt in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. Joum. t. Math. Bd. 76 (1873) [236—270] S. 238. 

FröbeniuB, Über die Determinante mehrerer Punktionen einer Variabein. 
Jonm, f. Math. Bd. 77 (1874) [246—257]. 

Pasch, Note über die Determinanten, welche aus Punktionen und deren 
Differentialen gebildet werden. Joum. f. Math. Bd. 80 (1876) [177—182]. 

Studnifcka hat neuerdings eine besondere Art TOn Wronski- 
sehen Determinanten behandelt, die der ' Klasse der Determinanten 
Hankela (Siehe § 19) zugehört. Ea wird zu ihrer Bildung die An- 
nahme gemacht, die Elemente %,%,...«„ der ersten Zeile unserer 
Wronskisehen Determinante waren die auf einander folgenden Ab- 
leitungen Mj', u", . . . Uj^"~'-> des Anfangselementes %. 

Studnicka, Über eine neue Art von Derivationsdeterminanten. Monatsh, 
f. Math, Jahrg. 10 (1899) [338—342]. 



g 15, Eigenschaften der Minoren, welche der Proäuktdeterminante 
aus Bwei gegebenen angehören. 

Es ist mitgetheilt worden, dass, wenn die zwei zu multipliziei en- 
den Determinanten nicht von derselben Ordnung sind, es zueist nothig 
sein wird, sie auf dieselbe Ordnung zu bringen, und das geschieht 
auf sehr einfache Weise, indem man der Determinante medngeier 
Ordnung passend Zeüen und Spalten mit Elementen und 1 hinzu- 
fügt. Danach wird das Produkt nach der gewöhnlichen Anweisung 
berge stellt. 

N"un ist es von Wichtigkeit, die folgende Bemerkung über die 
Bildung der Produktdeterminante zu machen, die gerade auch für den 
Fall gilt, wo eine der Determinanten niederer Ordnung als die andere 
ist, eine Bemerkung, die dazu dienen kann, auf eine neue Art den 
Lehrsatz von der Multiplikation der Determinanten nachzuweisen. 

Man vergleiche 

König, Ein Beweis des Multiplikation atheorems für Determinanten. Math, 
Ann. Bd. 14 (1879) [507— 6ü9]. 

Wir wollen mit der Voraussetzung beginnen, es handle sieb um 
das Produkt einer Determinante zweiter Ordnung und einer von der 
Ordnung n. 
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g 15. Eigenschaften der Minorön der Produktdeterminaatfi, 

I "^ii '^li ' i ''ii " ' ■ ^1« I 

I «si «ga I : ^81 ■ ■ ■ ''S" = J.(3). B 



Wir mnltipUzieren die Elemente der ersten Zeile der Deter- 
minante B mit »11 und fügen dann die Elemente der zweiten Zeile, 
mit «31 moitipliziert, hinzu; wenii wir ausserdem die Elemente der 
zweiten Zeile mit J.*^' multiplizieren, so erhalten wir: 



«n ^11 + 



«31 &S11 



«11^1" +«21 ^3, 



Ö„S 



Zu den Elomenten der zweiten Zeile fügen wir diejenigen der 
ersten, nachdem wir sie mit a^^ multipliziert. Danach tilgen wir 
den i'aktor o,^^ auf der rechten und linken Seite der Gleichung und 
es bleibt: 

1 t^i -|- »21 ?>2i, «11 ?»ia + «äi ^22, • • • «11 fiin + (»31 *a 

a ^11 + «?ä ^'sn «la ^isr + «Ss ''s2> ' ' ' «la ''i" + «as ^s 



. nun mit ^'^' die Determinante: 



l«» 



Fügen wir zu deu Elementen der ersten und zweiten Zeile im 
vorausgehenden Produkt die Elemente der dritten, multipliziert bo- 
igsweise mit a^^^, «g^ und multiplizieren dann noch die Elemente 



dritten Zeile mit A^^\ so 


gellt 


hervor 








a„ feil -f- %i Ög 


+ «. 


h 


"i 


''. 


+ a„i„ + »„6,„-' ■ 




a„6„ + «„!), 


+ «, 


h 


,a, 


Si 


H- «sa ^sä + «82 ^»2- • ■ ■ ■ 


. 41». B — 












At"h„ 
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JJnd wenn wir nun zur dritten Zeüe die Elemente der ersten 
und der zweitec Zeile addieren, beziehungsweise mit den algebraischen 
Komplementen der Elemente «gj, «g^ innerhalb der Determinante A'-^'' 
multipliziert, so erhalten wir zum Schluss na«h leichter Umwandlung; 



1 K + %i ^31 + «81 ''31; 

s ^n "I" '^se ^n ~f" ''aa ^hi: 

3 &1J + «33 &äl + (^SS ^31 



«n ^13 + «31 ^K + «81 ''83 
«lä ''la ~l" ^n ^S2 ~\~ %9 Kn 
«13 ''la + ßss ''33 + «83 ''sa 



Wir würden immer nauh derselben Methode fortfahren können 
und die Produkte von B mit A^^\ mit A'-''\ . . . finden. Das Bildunga- 
gesetz dieser Produkte leuchtet ein; es würde sich nachweisen lassen, 
dass es, wenn für den Index i giltig, auch für den Index (i -f- 1) 
noch zu Recht besteht. Wenn die erste Determinante die Ordnung n 
erhält, kommt man demnach zurück auf die gewöhnliche Anweisung 
für das Produkt zweier Determinanten derselben Ordnung, 

Die gedachten Produkte von ^1^', J.'^' ... in S können auch 
unmittelbar nach der gewöhnlichen Regel hergestellt werden, indem 
man zuerst das Verfahren anwendet, an das wir im Anfang dieses 
Paragraphen erinnert haben, Die Wichtigkeit der hier erörterten 
Betrachtungen beruht jedoch darauf, dass man auf diesem Wege ohne 
Weiteres zu der gebräuchlichen Regel für die Produktbildung gelangen 
kann, die gemeiniglich auf eine abweichende Art nachgewiesen wird. 
Und hierzu läsat ja auch König am angeführten Orte seine Be- 
trachtung dienen. 

Andere Arbeiten, in denen sich eine Darlegung der Produktbildung 
zweier Determinanten vorfindet, sind: 

Jautti, V., Sul prodotto di due matrici, Giora. di Biitt. vol. 11 (1873) 
S. 857. 368. 

Le Paige, Sur la regle de multiplication des determinants. Bull, soc, 
math, de Fr. vol. 9 (1881) [67—69], 

De Presle, Multiplication de deux d^terniLnants de rnSme degrö. Bull, 
soo, math. de Fr. vol. U (1886) S. 157. 158. 

Das Produkt zweier Determinanten von deraelben Ordnung 

lässt sich, wie wir wissen, auf vierfache Weise ausführen; nämlich 
entweder verbindet man die Zeilen der einen Determinante mit den 
Zeilen der andern, oder die Zeilen der ersten mit den Spalten der 
zweiten, oder die Spalten der ersten mit den Zeilen der zweiten, oder 
schliesslich die Spalten der einen mit den Spalten der andern. 
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Wir wollen das Produkt einmal nach der ersten und einmal 
nach der letzten dieser vier Verfahrensweisen ausführen und an- 
nehmen, dass wir in den beiden Fallen beziehungsweise die Ergeb- 
nisse bekommen: 



I n. 



■ Ynn 



gleich, ob- 



Dabei sind: 

Cri = ßriöj] ■\- a,.%b^-!. + ■ ■ ■ 

Diese beiden Determinanten sind natürlich einander 
schon ihre gleichliegenden Elemente verschieden sind. 

Wir machen nun die werthvolle Beobachtung, dasa zwischen ge- 
wissen Unterdeterminanten von C und den ihnen entsprechenden in F 
sehr einfache lineare, homogene Beziehungen bestehen. 

Wir wollen jetzt andeutungsweise von derartigen Beziehungen, 
wie sie Weltzien gegeben hat, berichten. 

Weltzien, Über das Produkt zweier Deterrainacten, Math. Ann. Bd. 42 
(1893) [598—600]. 

Dabei kommt die, von uns schon auf S. 11 eingeführte, bequeme 
Benennung zur Anwendung für Minoren, deren sämmÜiche Haupt- 
elemente auch Hauptelemente der vorgelegten Determinante sind. 

Es lässt sich dann der folgende elegante Lehrsatz beweisen: 

diagonalen Minoren der Ordnung ft 
ne der diagonalen Minoren der Ord- 



Die Summe alle 
in C ist gleich der Sun 



nung ft in r. 



Lehrsatz sagt für den besonders 
dass G=r wird. 



L Fall Ä- = n die That- 



Für ft=l ergiebt sich im Besonderen auch, dass die 
Summe aller diagonalen Elemente von C gleich der Summe 
der diagonalen Elemente von T ist. 

Für diesen letzteren Satz wird der Nachweis sofort erbracht. 
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wenn man beachtet, äaas die Summe der diagonalen Elemente von 
sich in der Form 

darstellen lässt, wobei die Indices r,i alle möglicben Werthe 1, 2, ... H 
annehmen sollen, und dass in gleicher Gestalt auch die Summe der 
diagonalen Elemente von F erscheint. 

Kehmen wir ferner der Einfachheit wegen w ^ 4 an, so ergiebt 
sieh gemäss dem oben angeführten Lehrsatze das Bestehen der fol- 
genden Gleichungen: 



<,.' 

%«!! 


«11 «1» ^ 

«si «n 


«!!«" + 


«!. «., _,_ «« 

«.> «s, «a 


:+!": 


^ rurul, r,iru _|_ ruTul^ r,ir» _|_ r„rM _|_ r»)-.» 
yiiriA Ysirss rnYn] y^^ras nBj'M r^^yu 


«11 «11 «IS 1 


«11 «13 «14 




rii ra ra 


rii yu Tu j 


<il««i<iB + 




+•■•- 


r„r„rm, + 


731 »"33 731 j + 


«!1 «.I «.. 


'^41 ^43 Cu 




ni ^33 fsi 


r,i r» 7,4 1 



Zum Beweise unseres Lehrsatzes haben wir einer Eigenschaft zu 
gedenken, die schon im Ansehlusa an die Erörterung der Produki- 
bildung aus zwei Determinanten aufgezeigt wurde; wir wissen näm- 
lich, dass ein Minor des Produktes zweier Determinanten gleich dem 
Produkt zweier Matrices ist, die in den beiden gegebenen Determi- 
nanten enthalten sind, und man kann hinzufügen, dass, wenn es sich 
um einen diagonalen Minor handelt, dann die zu multiplizierenden 
Matrices gerade zwei homologe Matrices in den beiden Determinanten 
darstellen. (Siehe den Schluss von § 7.) 

Nach dieser Bemerkung ist ein jeder der diagonalen Minoren 
ifc-ter Ordnung von C nichts andres, als die Summe der Produkte von 
Minoren fe-ter Ordnung von Ä in ihre homologen Minoren in B, und 
die Summe aller diagonalen Minoren /e-ter Ordnung von C ist nichts 
andres, als die Summe der Produkte, in denen sämmtliebe in A ent- 
haltenen Minoren Ä-ter Ordnung mit den zu ihnen homologen aus B 
multipliziert erscheinen. Da man demnach dasselbe von der Deter- 
minante r behaupten kann, so ergiebt sich, dass die beiden Summen 
von DJagonalminoren /c-ter Ordnung, in G und in F, unter einander 
gleich sind. 

Bei Gelegenheit unserer Beweisführung ist ersichtlich geworden, 
und wir wollen dies in der Form eines Lehrsatzes hervorheben: 
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Die Summe aller diagonalen Minoren der Ordnung h, 
eothalten in der Produktdeterminante C= A.Bisi der Summe 
der Produkte gleich aller Minoren der Ordnung Ic aus A, 
multipliziert ein jeder mit seinem iiomologen aus B. 

Dieser Lehrsatz, der leicht auch fiir den Fall nicht diagonaler 
Minoren sieh als giltig aufzeigen lässt, findet sich wohl zum ersten 
Male in einer Abhandlung von Picquet. 

Mit Bezug auf die Darstellung eines Minors des Produktes mit 
Hilfe der Minoren gleicher Ordnung der das Produkt bildenden Fak- 
toren kann man einen Aufsatz Hesses vergleichen. 

Picquet, Mömoire sur l'applioation du calcul des comhiDaisonB ä la thöorie 
des döterminants. Journ. de l'öc. pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] S. 303. 

Hesse, tJber Determiaanten und ihre Anwendung in der Geometrie, ins- 
besondere auf Kurven vierter Ordnung. Journ. f. Math. Bd. 49 (1855) [243—264] 
8. 243 ff. Wieder abgedruckt ia Hesse, Gesammelte Werke, München 1897 
[319—343], 



§ 16. Symmetrische, schiefe, halb symraetris che Determinanten. 

Es sei eine Determinante vorgelegt, von Elementen a gebildet. 
Wenn nun darin 

ist, so heisst die Determinante symmetrisch; es sind dann die Ele- 
mente gleich, die mit Bezug auf die Hauptdiagonale symmetrisch 
angeordnet sind. 
Wenn 

,,„_-»„ (r + s) 

dann nennt man die Determinante schief, und wenn zudem 

«.. = 
angenommen wird, schiefsymmetrisch. Diese Determinante wird 
auch halbsymmetrisch (h emisymmetrisch) genannt. Die Elemente 
Urs, ci,r kann man als konjugierte bezeichnen. 

Jeder diagonale Minor einer symmetrischen Determi- 
nante ist auch symmetrisch; 

denn man leitet ja aus der ursprünglichen Determinante einen diago- 
nalen Minor her, wenn man Zeilen und Spalten, die sich auf der 
Hauptdiagonaie kreuzen, unterdrückt, und wenn diese das Element a„ 
enthalten, so werden sie auch »jr enthalten. Es werden also auf 
diese Weise lauter Elemente fortgenommen, die zu zwei und zwei 
konjugiert sind; die zurückbleibenden werden auch paarweis kon- 
jugiert sein und mit Bezug auf die Diagonale symmetrisch geordnet. 
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Aus der begrifflichen Erklärung der symmetrisehen Determi- 
nante erhellt sogleich, dass diese auch dem sinnbildlichen Schema 
nach unverändert bleibt, wenn man ihre Zeilen und Spalten yertauscht. 
Beachtet man dann, dass in jeder beliebigen Determinante der kom- 
plementäre Minor zu «r< dieselbe Lage einnimmt, wie andernfalls der 
zu dem Elemente a.,r gehörige Minor, wenn man nur erat an der ge- 
gebenen Determinante die Vertauschung der Zeilen und Spalten vor- 
genommen hat, so ergieht sich: 

In einer symmetrischen Determinante sind die kom- 
plementären Minoren zu zwei konjugierten Elementen gleich. 

Und daraus folgt; 

Die zu einer symmetrischen Determinante reziproke ist 
wieder eine symmetrische Determinante. 

Dem Vorangehenden entsprechend können wir behaupten: 

Die diagonalen Minoren einer schiefen Determinante 
sind ihrerseits auch schiefe Determinanten. 

Wenn man in einer seh iefsymmetri sehen Determinante die Zeilen 
und Spalten vertauscht, ao sieht man, weil ja im Allgemeinen das 
Element 01^, mit a,r die Stelle wechselt und weil a^ = — fflj,- und 
a^,. = 0, dass jedes Element mit ( — 1) multipliziert erseheint. Mul- 
tipliziert mau nun in einer Determinante w-ter Ordnung alle Elemente 
mit ( — 1), so erhält dadurch die Determinante selbst den Faktor ( — • 1)". 

Hieraus ergiebt sich, falls n ungerade, dass die Determinante nach 
dem Wechsel von Zeilen und Spalten mit verwandeltem Vorzeichen 
erscheint und mithin nur Null sein kann. Wir sagen also: 

Eine halbsymmetrischo Determinante von ungerader Ord- 
nung ist Null. 

Dem entsprechend wollen wir den komplementären Minor eines 
Elementes a^, betrachten. Wechseln wir bei allen Elementen die 
Zeichen, so erhalten wir den komplementären Minor des konjugierten 
Elementes a^r, weil ja Zeichenwechsel bei allen Elementen dem Ver- 
tauschen der Zeilen mit den Spalten entspricht. Daher können wir 
aussprechen: Der komplementäre Minor von a^r ist gleich dem mit 
( — 1)"~^ multiplizierten komplementären Minor von ct^,. Also: 

In einer halbsymmetrischen Determinante der Ordnung 
n sind die komplementären Minoren zweier konjugierten 
Elemente dem absoluten Werthe nach gleich; sie sind aber 
mit dem nämlichen oder dem entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehen, jenachdem n ungerade oder gerade ist. 
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Hieraus folgt auch: 

Die zu einer halbsymmetriaehen Determinante reziproke 
ist selbst symmetrisch oder aber halbsymmefcriscli, jenacb- 
dem für Jene die Ordnung eine ungerade oder gerade Zahl ist. 

Da wir wissen, dass für eine Determinante mit dem Werthe Null 
die komplementären Minoren der Elemente einer Reihe proportional 
sind denjenigen der entsprechenden Elemente einer parallelen Reihe 
(Siehe S. 20), so können wir mit Anwendung des letzten Lehrsatzes 



Wenn für eine halbsymmetrische Determinante unge- 
rader Ordnung mit Ar^ die komplementären Minoren der 
verschiedenen Elemente bezeichnet werden, so folgt die Be- 
ziehung: 

Ä^rA,. = AK, 

Wir gehen nun dazu über, diese weitere Eigenthümlichkeit klar 
zu legen: 

Jede halbsymmetrische Determinante von gerader Ord- 
nung stellt sich dar als ein vollständiges Quadrat einer 
ganzen rationalen Funktion ihrer Elemente. 

Für eine halbsymmetrische Determinante zweiter Ordnung, also: 

I "^ "^ I 2 

\-aOr'' 
ist dies einleuchtend. 

Wir werden zeigen, dass, wenn gedachte Behauptung sich für 
die Ordnung (n — 2) bewahrt, sie auch für die Ordnung n richtig ist. 
Wir bezeichnen nun wieder mit Ar, den komplementären Minor 
zu a^s in einer vorgelegten Determinante gerader Ordnung n. 

Dann ist A^^ eine halbsymmetrische Determinante ungerader Ord- 
nung, mitbin gleich Null. 

In ihr woUen wir mit «r, das algebraische Komplement des Ele- 
mentes a,.j bezeichnen; es wird dann: 

»äa«3g 4" f^äs^äs -j- ■ - ■ + asn«2f. = Aj^-i = 

Wenn wir in der gegebenen Determinante die Elemente der 
zweiten Spalte mit «gg multiplizieren und fügen zu ihnen der Reihe 
nach die der dritten Spalte hinzu nach Multiplikation mit «jg , die 
der vierten desgleichen, mit dem Faktor a^^ versehen, . . ., so ergiebt 
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sieh dann nafih den vorausgehen den Gleichungen fär die Elemente der 
zweiten Spalte mit einziger Ausnahme des ersten Elementes der Werth 
Null. Man erhält also, wenn R die gegebene Determinante be- 
zeichnet 

„ 7? . {fi 1/ 4- . . . _1_ rt. /y„ "i "^1 "33 ■ * * ''*" 



Entwickelt man nun die Determinante nach den Elementen ihrer 
ersten Spalte, so wird 

K^^R = («isKas + ■ ■ ■ -K «i"Ki»)^ 

da nach der Voraussetzung a^^ = ^ ^bi * ' ■? *'^ni = — (^i") i^'^i'^ 'i^' 
überdies die Gleichungen bestehen: 

«33 = «33- ■ ■ ■> ^3>l = «'iS 

nämlich zwischen Minoren der halbsymmetrischen Determinante un- 
gerader Ordnung A^^. 

Nach deoa oben bewiesenen Lehrsatze (Siehe S, 57) wird nun 

und daraus: 

M - (a„l/^+ a,,l/^+ h «..Vir.)" 

Nach unserer Voraussetzung, der zu beweisende Lehrsatz sei bis 
zu den Determinanten der Ordnung {n — 2) a!a richtig erkannt, und 
in Folge der Bemerkung, dass die «33 . . . ««« gerade halbaymmetrische 
Determinanten (n — 2)-ter Ordnung sind, erhellt, dass die in unserer 
Formel erscheinenden WurzelgrÖssen rationale Ausdrücke sind und 
daher ist E als das Quadrat eines rationalen Ausdrucks dargestellt. 
Man hat in obiger Formel die Wurzeln mit aolchen Vorzeichen 
zu vei-aehen, dasa das Produkt zweier unter ihnen, zum Beispiel 
I/k^I/kj; genau -|- ecij ergiebt. Mithin wird, nachdem über das Zeichen 
einer der Wurzelgrössen Bestimmung getroffen ist, das Zeichen einer 
beliebigen andern auch bestimmt sein. 

Wir wollen jetzt eine halb symmetrische Determinante von gerader 
Ordnung betrachten, die auch mit Bezug auf die zweite Diagonale 
symmetrisch ist. 
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Damit ist angezeigt, dass wir neben den Vors 



noch die Annahme zu machen 



Eine bestimmtere Anschauung zi 
Determinante 4-ter Ordnung: 

a 
-a 
-b —d 
-c —b - 



Zur ersten Spalte fügen wir die letzte hinzi 
ersten Zeile die letzte Zeile, so erscheint: 



und danitch zar 



Nun addieren i 




■ zweiten Spalte die dritte und darauf aur 



zweiten Zeile die dritte Zeile. Es ergiebt sieb: 
l—ac\ 

d b-j-a \ \b — a c P 

■t^h —d a \'^ \ d h ^ a\ 

— c ~b—a — a | 

Dasselbe Verfahren würden wir bei beliebiger Ordnungszahl 
n^2m der vorgelegten Determinante anwenden können; wir können 
daher urtheilen: 

Wenn eine halbsymmetrische Determinante gerader Ord- 
nung überdies mit Bezug auf ihre zweite Diagonale symme- 
trisch ist, so lässt sie sich als das Quadrat einer Determi- 
nante ausdrücken, deren Ordnungszahl die Hälfte beträgt. 
(Siehe Günther, Det. 1877. S. 91 f.) 
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§ 17. Pfaffache Funktionen. 

Der Ausdruck, dessen Quadrat sieh als halbsymmetriache Deter- 
minante gerader Ordnung herausgestellt bat (Siehe S, 57 f.), tritt hier 
(nach Cayleya Bezeichnung; Pfaffian) unter dem Namen „Pfaffsche 
Funktion" auf, weil er nämlich bei der Lösung des Pfaffachen 
Problems eine Rolle spielt. 

Scheibner hingegen hat diesem Ausdruck noch den Namen 
Halbdeterminanfce gegeben. 

Von der Literatur über den Gfegenstand kann man einsehen: 

Jacobi, Über die Pfafische Metiiode, eine gewöbnUche lineare Differeatial- 
gleichung zwischen 2 n Yariabeln durcb ein Syatem von n öleieLungen zu inte- 
griten. Joni-n. f. Math, Bd. 2 (1827) [347— 367] 8. 354, wißder abgedruckt in 
Jacobi, Gesammelte Werte, Bd. 4. Berlin. 1886 [19— 29J. 

Jaoobi , Theoria novi multiplicatoris ajatemati aequationum differentialium 
Tulgarium applioandi, oaput tertium: Theoria multiplicatoris systematis aequa- 
tionum differentialium ad raria esempla applicatä. Joum. f. Math, Bd. 39 
(1845) [31S— 279] 8. 23ß, wieder abgedruckt in Jacobi, Ges W., Bd. i. Berlin 
1886 [895—465]. 

Cayley, Sur quelques proprietes des determinants gauohes. Jonm. f. Math. 
Bd. 83 (1846) [119—1231, wieder abgedruckt in Cayley, The coUected mathe- 
matical papers. vol. I. Cambridge 1S89 [332—336]. 

Gayley, Joura. f. Math. Bd. 38 8. 9B (der oben S. 47 schon angeführte 
Aufsatz). 

Cayley, Becherohes ultärieures sur les determinants gauches. (Suite dn 
m&ioire t, 32 p, 119 et t. 38 p. 93.) Joum. f, Math. Bd 50 (1855) [299-313]. 
wieder abgedruckt in Cayley, Coli. math. pap. vol. 2. Cambr. 1889 [202—215]. 

Soheibner, Ober Ealbdeterminanten. Ges. d, Wiss, Leipzig, Ber. Bd. 11 
(1859) [151—169], 

Grasamaiins Untersuchungen über das Pfaffache Problem (m der Aus- 
dehnuagslehre von 1862) und deren eingehende Würdigung durch Engel lese 
man in Grassmanns gesammelte math, und phyB, Werke, Bd. 1. Th, 2, 
Leipzig 1896, S, 341 ff, und S, 471 ff. 

Veitmann, Beiträge zur Theorie der Determinanten. Zeitschr, f, Math. 



16, Jahrg. (1871) [516—5351 

Schering, a. a. 0. Ges. d. Wiss. Göttingen, Abb. Bd. 23. 1877. 

Man sehe auch nach in den Lehrbüchern; 

Trudi, Teoria dei determinanti. Hapoli 1862. 

Baitzer, Det. 1881. S. 45, 46. 47. 

Günther, Det, 1877, 8. 90. 91. 

Nach Jaoobi bezeichnen wir mit dem Symbol 
(1, 2, . . . ») 
die Pfaffscbe i'unktion M-ter Ordnung. Und wir werden mit diesem 
Symbol gerade diejenige der beiden Quadratwurzeln der halbsymme- 
triachen Determinante meinen, welche das Glied «j^ (hi- ■ ■ ^'ä— i, n ^^^ 
dem positiven Vorzeichen enthält. 

Man findet dann leicht eine Rekursionsformel, die die Entwicklung 
der Pfaffachen Funktion «-ter Ordnung mit Hilfe derer von niederer 
Ordnung angiebt. 
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Um dies zu leisten, müssen wir auf die Formel Korückgehen, die 
von uns letzthin ffir die Entwiclclung einer b albsymmetrischen Deter- 
minante R gefunden war. Mit ihrer Benutzung erfährt die Pfatfsche 
Funktion die Darstellung: 

«,iV^, + %v'^. + ■ ■ ■ 

und hier sind cc^^t %3 ■■■ "^'^ algebraischen Komplemente der 
Hauptelemente jener Determinante, die man aus der gegebenen De- 
terminante R durch Tilgung der ersten Zeile und ersten Spalte (Kom- 
plement von Qjj) erhält. Überdies muss dem ersten Wurzelaus druck 
Y^3 sßi^ Vorzeichen in dem Sinne ertheilt werden, dass a^^-.. ««— i, « 
ein Glied, das jenem angehört, mit positivem Zeichen erscheint, end- 
lich sind den andern Wurzelgrössen ihre Zeichen dergestalt zuzu- 
weisen, dass 

wird, wobei a^i das algebraische Komplement von «g; darstellt 
innerhalb des Komplementes Ü^^ von a^^ in R. 

Es ist Kjj die halbsymmetrisehe Determinante der Ordnung (n — 2), 
die aus der gegebenen nach Tilgung der beiden ersten Zeilen und 
Spalten hervorgeht, mithin ist Y^i nichts andres, als die Pfaffsche 
Funktion der Elemente 3, 4, ... w, die wir mit (3, 4, . . . n) be- 
zeichnen wollen, indem wir der Wurzelgrösse das Zeichen -)- zu- 
erfch eilen 

Es lasst sich erweisen, dass bei Annahme des positiven Zeichens 
für sammtliuhe Wurzelaus di-ücke das Produkt yaiiy^j genau nach 
Weith und Zeichen das Komplement von aij in R^^ ergiebt. Um 
also in dem Piodukte nicht das Komplement, wohl aber das alge- 
braische Komplement zu erhalten, hat man mit ( — ly+J zu 
multiplizieren. Somit können wir schliesseu, dass im Allgemeinen 
(wenn dem Wurzelausdruck "^«22 ^^^ Zeichen -f- beigelegt worden) 
erforderlich wird, Y^' ^^ '^em Zeichen von (— - 1)' zu versehen. 

Ein jeder der Wurzelausdrücke Yan ist eine Pfatfsche Funktion 
der Ordnung (n — 2). Man erhält also gemäss der Bezeichnungs- 
weise Jacobis: 

l/^-(-l)'(2, 3, ...i-l, i+1, ...«) 

oder auch, wenn man die Elemente 2, 3, . . . i — 1 nach dem Ende 
hin schafft, ergiebt sich genau: 

Y^i = {i-\'l, ... n,2,-ä, ... i-l) 
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Es geht danach sogleich die folgende Reliursionsformel hervor; 
(1, 2, ■ ■ ■ ») — (1, 2) (3, 4, ■ ■ . ») + 

+ (1, 3) (4, 6, . . . r., 2) + 

+ 

+ (1, »)(2, 3, ...,.-1) 
Die Ausdrücke (1, 2), (1, 3), ... sind eben gerade die Elemente 
C'is' ^iä> ■ ■ ■ 1 ^^^^ ^i^ Pfaffschen Funktionen zweiter Ordnung. 

Wenden wir diese Formel auf die Pfaffschen Funktionen (n — 2)-ter 
Ordnung fortgesetzt wieder an, so ersclieint (1, 2, ... n) Termittelst 
der Pfaffschen Funktionen (n — 4)4er Ordnung dargestellt und so 
weiter. Man gewinnt liierdnrch ein Mittel für die Entwicklung einer 
Pfaffschen Funktion. 

So wird Kur Pfaffschen Funktion vierter Ordnung (1, 2, 3, 4) die 
Entwicklung gehören: 

(1, 2, 3, 4) - (1, 2) (3, 4) + (1, 3) (4, 2) + (1, 4) (2, 3) _ 

Wenn c„_a die Anzahl der Glieder einer Pfaffschen Funktion 
von der Ordnung (n — 2) bezeichnet, so wird die Gliederzahl einer 
solchen vod der w-ten Ordnung 

c„ = (n — l)c„_s 



c, = (m — 1) {« — 3) (n — 5) ... 3.1 
Demzufolge erscheint die Grliederzahl einer Pfaffschen Funktion 
durch Rechnung ermittelt. 

Es ist ohne Weiteres klar, dass das Zeichen einer Pfaffschen 
Funktion wechselt, wenn man zwei Indices mit einander vertauscht. 
So wird zum Beispiel 

(1, 2, 3, . . . «) (2, 1, 3, , . . «) 

Denn, während doch im Ausdruck linker Hand das Glied 

+ «12%^ ... «„_!,„ 

erscheint, wird auf der andern Seite der Gleichung das Glied 



vorkommen, und da d^^ = — «j^ , so stimmt dieses mit jenem überein. 
Folgende Eigenschaft ist bemerkenswerth : 
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g 17. Pfaffsche Funktionen, 63 

Jeder nicht diagonale Minor der Ordnung (w — 1) in der 
vorgelegten halbaymmetrisclien Determinante ist gleich dem 
Produkt der Pfaffschen Funktion (1, 2, . . . n), multipliziert 
in eine andere Pfaffsehe Funktion (m — 2)-ter Ordnung, die 
aus jener hervorgeht, wenn man zwei ihrer Indices tilgt. 

Betrachten wir nämlich Beispiels halber das Komplement von 



\ Ogi ... ajn 



so sind die algebraischen Komplemente der Elemente erster Spalte 
genau die vorher mit «y verzeichneten Grössen. 

Entwickeln wir diese Determinante, so erhalten wir also: 

"2i«äs + %«3aH (-«-.iK^a 

das heisst, zufolge den bereits gefundenen Beziehungen 

V^(«m1^2 + «3iy«."a + ■ - ■ + a„,y^^) 
Nun ist aber: 

y^a = (» + 1, • • ■ H, 2, 3, ■ . ■ i — 1) 
daher ergiebt sich für gedachten Minor die Darstellung: 

(3, 4, - . ■ «) [(2, 1) (3, 4, . . . «) + (3, 1) (4, 5, ■ ■ ■ «, 2) + 

+ 

+ (», 1) (2, 3, - ■ ■ « - 1)] 
oder 

— (5, 4, ■ ■ ■ n) (1, 2, 3, - . ■ k) 

Hierdurch ist der Nachweis für obigen Lehrsatz erbracht. Wenn 
wir durch Aij das Komplement von «^ in B bezeichnen, so erhalten 
wir in der That dem Werth und Vorzeichen nach diese Formel: 

Au (1, 2, - ■ ■ «) (1, 2, - - - * - 1, i + 1, - . -i - 1, j + 1, ■ . ■ «) 

Das Zeichen dieses Ausdrucks erkennt man auf folgende Weise. 
In A;j ist der Koeffizient von aji das Quadrat der Pfaffschen Funktion, 
die aus (l, 2, ■ ■ ■ n) nach Tilgung der Indices i, j entsteht und zwar 
mit dem Zeichen von { — l)*+'-i verseben. Wollen wir rechts den 
Koeffizienten von aji, das beiast den von — «jj aufsuchen, so ent- 
wickeln wir (1, 2, ■ ■ - n) mittelst der bekannten Rekursionsforme!, nach- 
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64 Theil ü; § 18, Lehraälae über symmetriBolie uncl schiefe Determinanten. 

dem wir Sorge dafür getragen, die Indiees i,j an den Anfang hin zn 
Nun ist doch: 



(l,2,...«)_(~l)i+'-»(i,j,l,2,---i"l,i + l,'--j-l,j+ !,■■■») 

Daher wird auf der rechten Seite der Koeffizient von — a,j oder 
von — {i,j) genau 

(„ ly+j-. (1, 2, . . . .- 1, i + 1, ■ ■ -i - 1, j + 1, ■ ■ ■ ..)■ 

also derselbe, wie auf der linken Seite der Gleichung. 



§ 18. Lehrsätze über symmetrische und über schiefe Determinanten. 

Wir wollen jetzt für die symmetrischen Determinanten eine Eigen- 
schaft nachweisen, die wegen ihrer Anwendungen auf Geometrie und 
Mechanik bemerkenswerth ist, eine Eigenschaft, die zwar schon seit 
den Zeiten Cauchys bekannt i^t, aber von Sylvester zuerst in einer 
leicht fassliehen Weise nachgewiesen wurde 

Sylveatei, A demonstration of the tbcoiem tkat p^ery tomogeneous qua- 
dratic polyaomi^ is reduuble by le-il oithogonal sub'.titutionB to the form of 
a sum of positive and negative equaies Phil Mag sei 4 vol. 4. 1852 [138^ — H2J. 

Man vergleiche den wettei unten (^ 49) angeführten Aufsatz von Siacci, 
Aec. Tor. vol. 7 S 782 sowie den geschichtlichen Überblick über die hier be- 
rührten Fragen bfi Baltaer, Det 1881 S 212f und Bemeikungen bei Günther, 
Det. 1877, S. 152 f. 

Wir betrachten die Determinante; 

I %1 — a;, (Ij2 ■ ■ • <^in 



.und setzen dabei voraus, dass an = ösr ■ Wir wollen diese Determi- 
nante mit /"( — x) bezeichnen und das Produkt f{x)-f{^ — x) bilden. 
Wenn wir uns nun gegenwärtig halten, dass die Determinante der a 
eine symmetrische ist, so gewinnen wir durch Multiplikation: 



/W ■/•(-=.) = 



Es ist dabei die Bezeichnung gewählt: 
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18. Lehrsätze ülier symmetrische und über schiefe Determinanten. 65 



Wir denken uns diese Determinante in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen Ton ( — x^ entwickelt. Das Glied ohne x" wird dann augen- 
scheinhch durch die nämliche Determinante dargestellt, in der nur 
x^ ^ an setzen ist, oder auch durch das Quadrat der gegehenen 
Determinante für den Fall, dass in ihr x den Werth Null erhält 
Nennen wir G die Determinante der c, wenn darin a;^ = , und A 
die Determinante der a, wobei wiederum x ^0 vorausgesetzt ist, so 
wird C ^ A^ sein. Um zu erkennen, welcher Art die andern Ko- 
effizienten der Entwicklung sein werden, stellen wir uns vor, einem 
jeden Elemente, das nicht ein Hauptelement ist, werde eine Null 
hinzugefügt, so dass die ganze Determinante die Gestalt einer solchen 
mit binomischen Elementen annimmt. Nun mag die Zerlegung in die 
betreffende Anzahl anderer Determinanten mit einfachen Elementen 
ausgeführt werden. Es wird dann (wie in § 11 dargestellt ist) der 
Koeffizient von ( — x^) durch die Summe aller Hauptminoren gebildet 
von der Ordnung (n — 1) innerhalb der Determinante C; dem ent- 
sprechend wird der Koeffizient von (— a;^^ die Summe aller Haupt- 
minoren (n — 2)-t6r Ordnung von G und so fort. Bekannt ist aber 
aus allgemein gültigen Betrachtungen (Siehe § 15), dass die Summe 
der Hauptminoren v-ter Ordnung in C, dem Produkte zweier anderen 
Determinanten, einem Aggregate gleich kommt, dessen Glieder nach- 
einander je einen Minor r-ter Ordnung des einen Faktors jenes Deter- 
minantenproduktes durch Multiplikation verbunden aeigen mit dem 
Minor gleicher Lage aus dem zweiten Faktor, bei Ausdehnung dieses 
Verfahrens auf alle vorhandenen Minoren der v-ten Ordnung. Weil 
nun hier im Besondem C das Quadrat der Determinante der a ist, 
so findet sich: Für die Determinante C ist die Summe der Haupt- 
minoren von der Ordnung v gleich der Summe der Quadrate aller 
Minoren v-ter Ordnung in Ä. 

Es ergiebt sich demnach, dass alle Koeffizienten der Entwicklung 
nach Potenzen von (—x") der Determinante fix^.fl — x) Summen von 
Quadraten sind von Ausdrücken, die sich aus den a zusammensetzen. 
Nehmen wir die a als reelle Zahlen an, so wissen wir hierdurch, dass 
alle so gestalteten Koeffizienten wesentlich positive Zahlen sind. 

Die Gleichung 

fW.f(-«)-0 

kann dann nicht durch ein rein imE^iimres x, also ein x von der Fonn 
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66 Theil II: § 18, Lehrsätze über sjunnetrische und schiefe Determinanten. 

qY— 1 befriedigt werden, weil, wenn — x^ ^ q^, man bei Einfuhrung 
dieses Werthes in die Gleichung eine Summe von wesentlich positiven 
Zahlen erhalten würde, die also nicht Null sein kann. Hierdurch 
wird ersichtlich, dass weder f(x) = noch /"( — x) ^ durch einen 
Werth a: = 2 }/ — 1 befriedigt werden. Dem entsprechend tann auch 
ein X Yon komplexer Form 

p + tV'^^ 

diesen Gleichungen nicht genügen, weil dann, wenn man beispiels- 
weise setzt: 



die Determinante 



wiederum für x = q Y — 1 Null werden müsste. Dies ist aber, wie 
wir gesehn, unmöglich. 

Also kann x nur reeli sein, mit andern Worten: 

Wenn man die symmetrische Determinante Ton obiger 
Gestalt nach Potenzen von x entwickelt, so hat die Gleichung, 
die das Versehwinden dieses Polynoms in x aussagt, nur 
reelle Wurzeln 

Auf diese Ce en ta d 1 e/ eben sich die beiden Arbeiten Syl- 
vesters: 

Sylveste P euTe nstantan e Vapres la methode de Fourier, de la realite 
des ra«ines de 1 quat an ei nlaire Joum. f. Math. Bd. 88 (1880) S, i. 6. 

Sylveste bn un döte m naut sjmötrique (fai eomprend comme cas par- 
ticulier la j emiö ^ate l I^j^uatiou aöculaire. Journ. f. Math. Bd. 88 
(1880) [6—9] 

Wir wolle n e n n L h -satz mittheilen Über schiefe Deter- 

minanten, 1e e Ha ptelemente gleich 1 sind. Es lässt sich näm- 
lich zeigen 

Jede schiefe Deteiminante, deren Hauptelemente gleich 
1 sind, besteht aus einer Summe von Quadraten. 

Setzen wir an Stelle der Hauptelemente Nullen, so erhalten wir 
eine halbsymmetriaehe Determinante^ die bekannter massen entweder 
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§ l'J. Determinanten Hankels und verwandte. 6T 

vei-s eh windet oder ein vollständiges Quadrat darstellt. Setzen wir im 
Gegentheil Werthe x ein, so entsteht eine andere und zwar schiefe 
Determinante, die sich auffassen lässt als entstanden ans der halb- 
symmetrisehen Determinante durch Hinzufügnng von x zu ihren Haupt- 
elementen. Für den Fall x^\ hat man dann die vorgelegte De- 
terminante. Man kann dann eine ähnliche Entwicklung, wie im 
Vorangehenden, vornehmen und das dabei entstehende Polynona nach 
den aufsteigenden Potenzen von x ordnen. 

Wie oben wird ersichtlich, dass die Koeffizienten der Potenzen 
von X sich als Summen der Hauptminoren einer gewissen Ordnung 
aus der halb symmetrischen Determinante darstellen. 

Da nun solche Hauptminoren doch ihrerseits wiedei"um halb- 
symmetiüsche Determinanten sind, so ergiebt sich, dass die Koeffizienten 
der verschiedenen Potenzen von x innerhalb der gedachten Entwicklung 
Summen von Quadraten sind. Für x^\ schränkt sich die ganze 
Entwicklung auf eine Summe von Quadraten ein. 



§ 19. Die Determinanten HaukelB und mit ihnen verwandte. 

Wir kommen zur Untersuchung einiger besonderen Klassen von 
symmetrischen Determinanten. 

Die von Hankel behandelte Determinante wird mit Hilfe von 
(2m — 1) gegebenen Elementen in folgender Weise gebildet: 



Eine solche Determinante wurde von Hankel orthosymmetrisch 
genannt, von Sylvester persymmetrisch; Frobenius Bezeichnung zu- 
folge dürfte sie die rekurrierende Determinante heissen. 

Hankel, Über eine besondere Klasse der symmetrischen Determinaaiten, 
(Inaug. Diss, Leiprig.) Göttingen iwtil Vgl auch Biltzer, Det. 1881. 8, 26 f, 
■und Netto in Encjcl. d. math Wieb I 4. 3 Kombinatorik, Ai't. 37. 

Es ist dieser Determinante eigenthumhch, dass man sie durch 
eine andere, gleichartige ausdrucken kann, deren Elemente den 
Differenzen-Reihen der auf einander folgenden Grössen a^ . . . «s»— s 
entlehnt sind nnd zwar jene Eeihen ei offnen 

Setzen wir nämlich, ähnlich wie oben S. 40 
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Theil 11: § J9. Detei"miaaatea Hankela und verwandte. 



und ziehen von den Elementen der letzten Spalte die dei' vorletzten 
ab, von denen der vorletzten die der drittletzten und so des weiteren. 
Dann erhalten wir: 



--1 ^':' 



■ ■ Ai- 



Behandeln wir jetzt diese letztere Determinante mit Anwendung 
desselben Verfahrens, beginnend mit der 3-ten Spalte, dann wiederum 
in gleicher Weise die so gewonnene Determinante von der 4-ten Spalte 
aus und so weiter, so erhalten wir: 



Wenn wir nun zum Schluss von der zweiten Zeile die erste ab- 
ziehen, ebenso von der 3-ten Zeile die 2-te und so fort, so ergiebt sich: 



I z»r-i^' 



■ z/r;. 



eine Determinaate, die aus aUen den Differenzen z/, welche gleiche 
obere und untere ladices haben, gebildet ist. 

Es ist bemerkenswerth, dass thatsäehlieh diese Determinante mit 
Bezug auf die Grossen ^i in derselben Weise zusammengesetzt ist, 
wie unsere vorgelegte Determinante bezüglich der Gfrössen a. Der 
Übereinstimmung in der Schreibung wegen kann man die Grösse a^ 
mit ^\ bezeichnen. 
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§ 19. Detemiinanten Haakels und verwandte. 69 

Im besonderen Falle, bei der Amiahme, dass die Ele- 
mente «y . . . as„_3 eine arithinetiselie Reihe (n — l)-ter Ord- 
nung darstellen, oder also ihre Differenzen der (n — l)-ten Ord- 
nung unter einander gleich sind, mithin die Differenzen höherer Ord- 
nung als (n — 1) verschwinden, erhellt, dass alle Elemente, die 
unterhalb der zweiten Diagonale stehen, also alle z/i , bei denen 
/£ > (k — 1), NuH werden; in J'olge dessen wird die TOraus- 
gehende Determinante auf das Produkt der Elemente der 
zweiten Diagonale eingeschränkt und zwar mit dem Zeichen, 
welches der Potenz 

(- 1)'"'-" 

entspricht. Mit andern Worten, es ergiebt sich unter diesen Um- 
standen für die Hankeische Determinante der Werth 

(-i)+-<-"[^!r,"]" 

Wenn dagegen die gegebenen Elemente eine arith- 
metische Reihe von niederer Ordnung als {n — ^ 1) bilden, 
dann wird die Determinante gleich Null. 

Und weiter ist die Hankeische Determinante auch gleich 
Null, wenn ihre Elemente eine geometrische Reihe dar- 
stellen, da ja dann die Elemente der zweiten Zeile gleiche Vielfache 
derer in der ersten Zeile sind. 

Siehe Günther, Det. 18T7. S. 80. 

Wird öfl als eine Funktion von x gedacht und sind «^ . . . ös_i . . . 
ihre auf einander folgenden Ableitungen nach dieser unabhängigen 
Veränderlichen, so nimmt unsere Hankeische Determinante, wie oben 
(Siehe S. 50) schon erwähnt worden, die Gestalt der Wronskischen 
Determinante an. 



Eine Determinante, in deren Aufbau sich eine gewisse Verwandt- 
schaft mit denen Hankels zeigt, ist die folgende: 



1 «n «n^-i . . . a2„_i ff I 

Für dieses D^ l'ässt sich eine bemerkensweithe Rekursionsformel 
auffinden, die seine Berechnung von den entsprechenden Determinanten 
der Ordnungen (n— 1) und (n — 2) abhängig macht. Man lese: 
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Theil ri: § 19. Detemiinaatea Hankels und verwandte. 



Jacobi, De eliminatione varinbilis e duabuB aequatiombus algebraicis, 
Joum. f, Math. Bd. 15 (1336) [101—124]. Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. 
Werke. Bd. 3, Berlin 1834 [297—320] S. 315 S. 

Probeniua, Über das TrSeheitagesetz der quadratisclien Formen. (Fort- 
setzung und ScbluBs). Math. Mitth. Situber. Berlin 1894 [135—159] in § 10. 
8. 142—146 = Akad. Berlin. Ber. (1894) [407—431] in g 10 S. 414—418. 

Netto, Zur Theorie der Keaultanten, Journ. f. Math. Bd. 116 (1896) 
[33 — 49] S. U. 

Der Minor, welcher das Komplement zum Elemente *" darstellt, 
iat eine Hankeische Determinante, die wir H^ nennen werden. 



Wir werden dann mit S!, das Komplement des Elementes a;"~^ be- 
zeiclinen, also die Determinante, welche man ans der letztbenannten 
erhalt, wenn man ihre Endzeile mit den Elementen a„ «„4.1 . . . «an— 1 



Die ftekursionsformel, von der wir sprachen, ist die folgende: 
S^-iD» + {S„^tE: — HnH^-i — H^-iH„x)D„^, + HId^-, = 

Wenn wir die Grossen a als die Koeffizienten binärer Formen 
auffassen, so erhalten die Hankeische Determinante H„ und die De- 
terminante D„ für die Invariantenlehre der Formen eine hervor- 
ragende Bedeutung. 

Nehmen wir im Besonderen eine binäre Foi-m von ungerader 
Ordnung (2m — 1) 



f=^f»r')-v--v 



Diese Form lässt sich stets als Summe von n Potenzen 
nearer Formen mit dem Exponenten {2n ^ 1) schreiben: 

ix^ — a^x.^f-^ + 6ä {x^ — a^x^)^"-'^ -\ \- K{x^ — «„a^)^""^ 

nd dabei sind die 0: die Wurzeln der aieiehung Z»„ = 0; 
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die Determinante JD„ heisat dann die Kanonizante der ge- 
gebenen Form. 

Sehreiben wir die letzte Spalte von D„ (in homogener Be- 
,e) 

C- ^'r.,' 



SO ist Dj, eine Kovariante von / und sie ist auch der Determi- 
nante gleichwerthig, die aus den Abgeleiteten der Ordnung (2m — 2) 
von f gebildet ist. 

Betrachten wir nun die andere Form gerader Ordnung (2n — 2) 



-p -sri ßn — 2\ ,, 



Diese Form ist darstellbar als Summe von (« — 1) Po- 
tenzen linearer Formen, wenn die Determinante H„ gleich 
Null ist. Die letztere heisst die Katatektikante der gege- 
benen Form und ist eine Invariante derselben. Es iat die Deter- 
minante aus den Ableitungen von der Ordnung (2« — 2) von F. 

Wir können una hier auf Er^uterungen dieser Gegenstände nicht 
einlassen, weil wir dann auf ein fremdes Gebiet übergehen würden, 
nänahch auf das Gebiet der Invariantenlehre der algebraischen Formen. 
Es mag mit dem hier gegebenen Hinweis sein Bewenden haben, wir 
wollen verweisen auf: 

Sylvester, Sketcb of a memoir on elimination, tranefoiination and cano- 
aical forms. Cambr. Dubl. math. Joum, vol. ö (1851) [186—300]. 

SylvesTe^i'j'Oa a remarkable discovery in the meory of canonieal forms 
and of hyperdeterminants. Phil. Mag. ser. i vol. 3 (1851) [391—410]. 



tSytvester, On tbe prinoiples of the calculus of forma. Cambr. Dubl. 
L. Joiim. vol. 7 (1862) part 1, sect. 1—3 [52—97] sect. 4—6 "'"- ~'" 
Cajlej, Memoire sur la forme eanonique des fonctions t 



:. 4—6 [179—217], 
itionB binairea. Jon 



f. Math. Bd. 54 (1857) [48—58] und Addition au memoire . . , ebenda £. 

Man vergleiche Meyer in Encycl, d. math. Wiss. IB2. Invariantentbeorie, 
Art. 10. 



% 20. Zyklische Determinanten. 

Wir kommen nun zu den sogenannten Zirkulanten oder 
zyklischen Determinanten. Es sind dies syminetrische Determinanten, 
aber nur aus n Grössen gebildet. Auf der ersten Zeile ordnen wir 
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72 Theil II: g W. Zyklische Determmanteii. 

diese n Grössen selbst an, auf die zweite Zeile setzen wir die näm- 
liehen Grösseiij nachdem wir sie mit einander zyklisch vertauscht 
haben, auf die dritte Zeile kommen wieder dieselben Grössen, die auf 
der zweiten standen, aber auch sie einmal zyklisch vertauscht und so 
gebt es fort. 

Eine zyklische Determinante hat also die Gestalt: 



a, 0, . 


■ ffln 


a, o, . 


• «1 


II, Oj . 


. 0, 


a« «1 ■ 


- (tn-l 



Es leuchtet ein, daas dies eine symmetrische Determinante ist, 
ja sie kann als ein besonderer Fall der Hankelscben, der rekurrierenden 
Determinante aufgefasst werden. Wir wollen sehen, wie sich der 
Wertb einer beliebigen zyklischen Determinante bestimmen lässt. 

Mögen a^ ((^ . . . «n die n Wurzeln (einschliesslich der Einheit) 
der binomischen Gleichung sein 

a;« _ 1 = 

Dann multiplizieren wir unsere zyklische Determinante mit: 



und setzen im Allgemeinen: 

(p{x} = «1 + a^x + a^x^ H h «„a;"-^ 

Beachten wir, dass 

«"=1 
■und daher: 

a^ _|_ a^c + a,ß^ H j- «„«"- ^ + a,a^-^ = «"-^^(ß) 

so ergiebt sich nach Ausführung des augedeuteten Produktes (Zeilen 
mit Zeilen verbunden gedacht): 
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^ 20. Zyklische Determinantei 



f(".) vi.",} 

1 1 

v(«,) ■ ^ ■ <p(«.) "' "! 



».9(«.) I 



(- 1)*" 



Ä - (- i)i<- 



».(«,) ■ ■ ■ f («.) 



, Intorno ad 
lillart, Note sur une decompoaitioii d 



Diese Gleichung ist inaofem bemerkenawerth, als sie die Be- 
rechnung der zyklischen Determinante von der Kenntniss der w-ten 
Wurzeln der Einheit abhängig macht. 

Man kann aie auch in Worten auslegen: 

Eine zyklische Determinante von der Ordnung n spaltet 
aich in n Faktoren, welche aus ihren Elementen mit Hilfe 
der w-ten Einhejtswurzeln rational zusammengesetzt sind. 

Ein Verzeichniss über zyklische Determinanten gelieferter Arbeiten 
folge hier: 

teoiemi di Abel Ann da Tort, t. 7 (1856) 
L99.-105]. 

(1860) [330— 322V 

Zetfuss, Aiiwen düngen e 
7. Jahrg. (1862) [43i»— 445] 

Stern, Einige BemeiL ingen uhei 
Bd. 73 (1871) [374— SSO] 

Minozzi, SopiLi un determinante Giom di Batt vol 16 (1878) [J48— 151], 

Glaisher, On the factois oi a ■ipecial foim of determmant. Qu, J, vol, 15 
(1878) [347—356] 

Glaisher, On a sperial form of determmant ^nd on eertain. fonctious of 
n variables analogous to the sme anl cosine Iju J \o\ 16 (1879) [16—33], 

Scott, Note on a detPi-mmant theorem of Mr Glaishei«, Qu, J. vol, 17 
(1881) [129—132], 

Muir, On new and recentlj diacovered properties of eertain Symmetrie 
determinanta. Qu. J. vol. 18 (1882) [166-177], 

Torelli, 8ui det«nninaiiti circolanti, Aec, Napoli, Rendie, anno 21 (1882) 
[83—91], 

Solche Determinanten begegnen uns in Fragen der Zahlentheorie 
und bei geometrischen Unter suchnngen. 

Kummer, Memoire sur la tüeorie des nombves complexes compos^s des 
raoinea de l'unitö et de nombres entiers, Journ, de math, (Liouv,) s^r, 1. t, IG 
(1851) [377—498] S, 381, 



caiies N \i\ aiin, de math. t. 19 
Deteimmante Zeitsohr, f, Math, 
Determinante Journ. f. Matli, 
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) 20. ZykÜBolie Determinanten. 



S e h ü t K , Untersuchungen fibei' functionale Coagruenzoii (Inaug. Diss. 
Gettingen) Frankfurt a. M. 1867. 

Diekmann, Einleitung in die Lehre von den Determinanten und ilrer 
Anwendung. Essen 1876. S. 62 ff. 

Bevor wir einige der Lehrsätze über zyklische Determinanten 
aussprechen, wollen wir bemerken, dass vielfach eine Umwandlungs- 
form unserer zyklischen Determinante als Zirkulante auftritt dergestalt, 
daas in ihr die Symmetrie der Elemente sich nicht auf die Haupt- 
sondern auf die zweite Diagonale bezieht, und die erste 
die Elemente in der Folge a^, ra„, On—i, . . . , a^ aufweist. 
Diese Zirkulante C kann natürlich nur im Vorzeichen von jener A 
verschieden sein. Wir werden jetzt noch eine Bezeicbnungsweise 
einfuhren. 

Im Zusammenhange mit der zyklischen betrachten wir diese andere 
Determinante: 



i ein «1 — 

welche man aus der zyklischen durch Einführung des Zeichenwechsels 
bei allen Elementen, die auf der unteren Seite der Neben diagonale 
stehen, ableiten kann. Diese neue Determinante nennen wir eine 
schiefzyklische, denn es ist dieser Name für die höchstens im Vor- 
zeichen von A' abweichende Determinante gebräuchlich, die auf ent- 
sprechende Weise aus der Zirkulante C hervorgeht. 
Es gelten nun folgende Lehrsätze: 

1. Eine zyklische Determinante von der Ordnung (rm) 
ist mittelst einer zyklischen m-ter Ordnung ausdrüekbar, 
in der jedes Element eine algebraische Summe ist von m''~'- 
Minoren »--terOrdnung der gegebenen Determinante. (Torelli.) 

Der besondere Fall, der der Annahme r = 2 entspricht, bildet 
einen Lehrsatz von Glaisher. 

Glaieiier a, a. 0. Qu. J. vol. 16 S, 30 f. Man vergleiclie den Nachweis 
dieses Sat/.es durch Muir a. a, 0,, Qu. J. vol. 18 S. 16Tf, 

2. Eine schiefzyklische Determinante von der Ordnung 
(rm) lässt sich mittelst einer schiefzyklischen w-ter Ord- 
nung ausdrücken, in der jedes Element eine algebraische 
Summe von m'"~^ Minoren r-ter Ordnung, enthalten in der 
gegebenen Determinante. 
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y. Eine zyklische Determinante von der Ordnung (2m) 
ist das Produkt einer zyklischen )w-ter Ordnung in eine schief- 
zyklische derselben Ordnung m. (Scott.) 

Der Einfachheit wegen werden wir den Lehrsatz 1. nur für den 
Palt r = 2 beweisen. Der Nachweis kann dann ohne neue Schwierig- 
keit auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden, (Siehe Torelli a. a. 0.) 

Wir wissen, dass die ayldische Determinante der Ordnung [2m) 
gleich ist: 

wo Kl (i= 1, 2, ...2jk) eine beliebige Wurzel der binomischen Gleichung 

x"-"> = 1 
Bezeichnen wir mit 

S, 0-1,2, ■•.'») 
die Wurzeln der Gleichung 

X'" = 1 

so werden die k, zu zwei und zwei dem absoluten Werthe nach den 
YyJ gleich sein, jedoch die eine das entgegengesetzte, die andere das- 
selbe Vorzeichen haben. Daher können wir schreiben: 

(-')"" '77 (»■ + «■>'* + ■■■ + «-y»'^-^)x 



oder: 




{-')' 


'^' 17 K«. + ".* + ".!(;+■■■+ «.,.-1!//-')' - 




- (o, + «4» + «,!/; H h Ol. 



Erinnert man sich, dass y? = 1 , so kann man den in Klammer 
eingeschlossenen Theil in ein Polynom verwandeln, geordnet nach 
Potenzen von yj bis zur (m — l)-ten Potenz. Prüfen wir die ver- 
schiedenen Koeffizienten der Entwicklung. Wie sich leicht erkennen 
läaat, werden diese Koeffizienten Summen von Minoren zweiter Ord- 
nung aus der gegebenen zyklischen Determinante sein. 

Wenn zum Beispiel m ungerade ist, so wird der erste Koeffizient: 

a^^ -\- 2rtj«3m_i -\- 2a^a2m^B H — ■ + 2amam+[2 — 

— a\„+i — 2([,i_i«™+fl — 2flT„_ga„,+5 — - ■ ■ — 2aga2m 
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nnd wenn m gerade, wird im Gegentheil der erste Koeffizient: 



-a„,«™+g 



-4«m + fi- 



und ein jeder dieser Ausdrücke stellt die algebraisclie Summe von 
Minoren zweiter Ordnung dar, die in der gegebenen Determinante 
enthalten sind. 

Eine entsprechende Beobaclitung würde man nun nait Bezug auf 
die andern Koeffizienten machen können. 

Wenn man dann diese Koeffizienten mit PiPs-'-P^^ bezeichnet, 
so ergiebt sich für die gegebene zyklische Determinante, abgesehen 
vom Vorzeichen, der Werth: 

JJ Ol + i>2!ij + - ■ ■ + ih^y/"-'') 

oder auch, es wird unsere zykKsche Determinante die zyklische »!-ter 
Ordnung, gebildet aus den Elementen p. 

In ähnlicher Weise wird man mit der schiefzyklischen verfahren 
können und dann den Lehrsatz 2. erhalten. 

Wir werden nun gradewegs den Lehrsatz 3. erweisen. 

Setzen wir eine zyklische Determinante von der Ordnung {2m) 
voraus: 



Wir fügen zur ()» + l)-ten Zeile die erste hinzu, zur (m + 2)-ten 
die zweite und so weiter. Danach ziehen wir von der ersten Spalte 
die (m + l)-te ab, von der zweiten die (m -\- 2)-te und so fort. Es ist 
leicht zu bemerken, dass dann alle Elemente, die zugleich in den letzten 
m Zeilen und den ersten m Spalten enthalten sind, gleich Null werden. 
Damit verwandelt sich die Determinante der Ordnung (2»i) in das 
Produkt zweier Unterdeterminanten w-ter Ordnung, wovon die eine 
sich als eine zyklische Determinante darstellt, die andere als schief- 
zyklische Determinante. Setzen wir nämlich: 
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§ 20. Zyklische Detenaiiianten. 



«m + a-iy,. = i>«, 0',!, — «ä»i 

so erseheiat dies Produkt in der Gestalt: 



^s ^3 \ 



Hiermit ist der Lelirsatz bewiesen. 

In der augeführten Arbeit von Torelli ist dieser Lehrsatz auf 
den Fall der Ordnung (rm) veraUgemeiuert. 

Wir wollen noch andere Betrachtungen über zyklische Determi- 
nanten hinzufügen, die dem gcuannten Aufsatze TOn Stern ent- 
nommen sind. 

Wir bezeichnen mit 

Ä^ A, ■■■ Ä„ 

die algebraischen Komplemente der Elemente a, «^ . . , a„, die die 
erste Zeile einer zyklischen Determinante G von der Ordnung n 
darstellen. 

Dann gelten augenscheinlich die Gleichungen: 

a^A^ + "aA H F «''A = (^ 

a^A^ + «3 J.2 -|- . . - -|- a^A„ = 

a„A^ + a,A^ -\ f- a,-iA„ = 

und daraus erhält man durch Summation: 

(«, + o, + - . . + o.) (A + A H h Ä.) - c. 

Wenn. man nun daran denkt, dass C sich als das Produkt s'ämmt> 
licher Fabtoren nach Art yon: 

Ol + a^a 4- . - - -|- &„«"-! 

darstellen lUsst, wobei « eine «-te Wurzel der Einheit bedeutet (die 
Zahl 1 selbst inbegriffen), so leuchtet ein, dass die Minorensumme 
Ä^^ -\- A^ -\- ■ ■ ■ -\- A^ nichts andres ist, als das Produkt aller Faktoren 
der eben bezeichneten Form, aber unter Ausschluss des Falles a = 1. 
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Wir können folgenden Lehrsatz beweisen: 

Sind % . . . (ti, ganze Zahlen von der Besciiaffeiilieit, dasa 
a = a^-{- a2 -{-■•■ -j- 0^^= 
80 ist der Äusdriick 

Ä = Ä^-^ A^-l h -i« 

durch n theilbar. 

Und wirklich kann man znnaehet sofort erkennen, d^s das 
algebraische Komplement Ä^ des Elementes a^ , welches in der ersten 
Zeile erscheint, genau gleich ist demjenigen von % , das in der zweiten 
Zeile steht und so fort, das heisst, die r^ Minoren der Ordnung (n — 1) 
sind zn je « unter einander gleich. 

Danach wird die Abgeleitete von G in Bezug auf ein Element 
ar gleich dem mit « multiphzierten algebraischen Komplement von a^, 
als Element der ersten Zeile angesehen, also 

^^^ n dar 
und weil 

C=a.A 
so ergiebt sich 

SC . , SA 



n{A,-A,)^a(^__-^) 

Ist (s ^ , dann wird Aj. =^ A, für jede beliebige Kombination 
der Indices r und s, also: 



und weil Ar augenscheinlich eine ganze Zahl ist, wenn die a^^ . . . a^ 
ganze Zahlen sind, so erfahrt man, dass A durch n theilbar ist. 

Beachtung verdient auch diese weitere Bemerkung über zyklische 
Determinanten. 

Das Produkt zweier zyklischen Determinanten der- 
selben Ordnung liisst sich wiederum als zyklische darstellen. 
(Souillart,) 

Zum Beweis dieses Lehrsatzes genügt es, die Gestalt der einen 
von beiden zyklischen Determinanten abzuändern, nämlich in ihr an 
zweiter Stelle die letzte Zeile zu setzen, an dritter Stelle die vor- 
letzte und ao fort, also die Ordnung der Zeilen von der zweiten be- 
ginnend umzukehren. 
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1 lauten die beiden zyklisclien Determinanten; 

% C'2 'h ■ ■ ■ **" — l C'n 

a^ a^ a^ . . . a^ fi-i . 



b„ \ \ ... f.„_s K^ 



\W ... hn \ i 

Das zeilenweis gebildete Produkt von A und B wird danacii: 

I q Cg . . . C„ j 



^.if=(-l) 



_n*c- 



■ ■ Cn-l 



c^ = aj), + a^\^ \-a„K 



Das Zeichen wird -|- , wenn n von der Form (4i> + 1) oder 
(4j> + 2) ist und wird — , wenn n die Formen Ap , (4j) + 3) annimmt. 

Die mit der zyklischen S vorgenommene Verwandlung kommt 
damit überein, die auf die erste folgenden Zeilen der Art zu bilden, 
dass man die Elemente im umgekehrten Sinne vertauscht, dem 
^ie sie in A vertauscht worden sind. 



% ai. Determinanten von Fuehta und Noether. 

Wir schreiten zur Betrachtung von gewissen anderen und zwar 
besonderen symmetrischen Determinanten, die durch Puchta und 
Noether untersucht worden sind. 

Puchta, Ein DetenniuantenBata und seine Umkehrung. Akad. Wien, 
Denksolir. 38, Kd. 2. Abth. (1878) fSlö— 231|. 

Noether, Zur Theorie der Thetafunktionen von belieliig vielen Argumenten, 
Math. Ann. Bd. 16 (1880) [370—344]. Siehe § 16 [322—326]: Eine besondere 
Klaeee von Deternunanten. 

Noether, Notiz über eine Klasse symmetrischer Determinanten, Math 
Ann. Bd. 16 (1880) [561—555]. 
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hta, Em neuer Satz aus der Theorie der Determinanten, Akad. Wien, 
44, Bd. 2. Abth. (1883) [377—292]. 
Muir, a. a. 0. Qu. J. vol. 18 (1882) [166—177] Art. 6—8 S. 169-172. 
Solche Determinanten werden in ihrer einfachsten Form folgender- 

i dargestellt. 

Es sind Determinanten von der Ordnung 2'' und ihre Elemente 
ttra befriedigen überdies für jedes Jt^ii und für r,s^2'' die 
Gleichungen 

wobei die Indices mod. 2* reduziert werden. 

Eine derartige Beziehung zwischen den Elementen bewirkt, dass 
die Matrix dieser Determinanten sieh aus vier quadratischen Matrices 

\AB\ 
\ B A[ 



zusammensetzt, dergestalt also, dass die, welche sich 
Richtung entsprechen, gleich sind und dass überdies jede dieser 
quadratischen Matrices eine Determinante vorstellt, welche ihrerseits 
an derselben Eigenthümlichkeit Theil hat, die die gesauunte Determi- 
nante geniesst. Es läast sich diese Betrachtung fortsetzen. 
Die Gestalt einer aolchen Determinante ist die folgende: 



Og «4 % 

a^ «5 «3 



In der zweiten der oben angeführten Arbeiten von Puchta und 
in der zweiten Noethers verallgemeinern die Verfasser diese Deter- 
minantenform noch und stellen so Determinanten her von der Ordnung 
(% Mj . . . Ttf,) , deren Bildung der soeben angezeigten ähnlich ist. 

Wir wollen den wichtigen Lehrsatz beweisen: 

Die Determinante z/ lasst sich als Produkt von 2" Fak- 
toren darstellen die in den Elementen a linear sind. 
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Wirklich erhält man für eine Determinaiite zweiter Ordnung 

I ß, ß„ 1 

= a? — al ={a, — «„) (a, + a,) 

\ a^ a^ \ 

Eine Determinante 4-ter Ordnung erfährt, wenn wir zur dritten 
Zeile die Elemente der ersten Zeile hinzufügen und zur yiei^ten die 
Elemente der zweiten und danach von den Elementen der ersten Spalte 
die der dritten abziehen, von den Elementen der zweiten Spalte die 
der vierten, eine Umwandlung in die neue Form: 



oder auch: 



,(, + <', 

« + a^ 



I % - «3 (h - «. ' I ". + «5 ". + "4 I 
I f<s — '■'4 «I — "g I "j + f'4 "1 + "3 I 

Man sieht daher, dass die Leteimmante vifi.ci Ordnung sich auf 
das Produkt zweier Determinanten dei zweiten Ordnung zurückführen 
läset, die auf gleiche Weise gebildet smd. Für die Determinante 
vierter Ordnung ist also unser Lehrsatz bewiesen. Man erkennt jedoch 
leicht, dass man dasselbe für einen beliebigen Fall durch ein ähnliches 
Verfahren nachweisen kann, insofern nämlich stets die Determinante 
sieh in der Weise umwaindeln läsat, dass das geaammte quadratische 
Feld in der unteren und linken Hälfte des Schemas aus Elementen 
Null bestehend erscheint, und die beiden anderen Theilfelder, das 
obere zur Linken und das untere zur K-echteUj Determinanten der 
halben Ordnungszahl werden, die jedoch in ihrer Bildung der vorge- 
legten Determinante ganz gleichartig sind. Damit ist dann der Lehr- 
satz im Allgemeinen erwiesen- 

Dieselbe Eigenschaft bleibt auch gewahrt bei den ähnliehen und 
viel allgemeineren Determinanten (nämheh nicht nur von der Ord- 
nung 2-"), -wie sie von den oben genannten Verfassern untersucht 
worden. 

Es folge hier eine andere Eigenthümlichkeit der besprochenen 
Determinanten, die leicht zu erkennen ist: 

Die algebraischen Komplemente zweier gleichen Ele- 
mente innerhalb einer solchen Determinante sind auch 
gleiche Determinanten, und mithin ist die zugehörige rezi- 
proke Determinante wiederum eine Determinante dersel- 
ben Art. 
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Und überdies: 

In einer Determinante von der angezeigten Art sind die 
komplementären Minoren mit der halben Ordnnngszahl, ab- 
gesehen Toni Vorzeichen, stets unter einander gleich. 

Die erstelle dieser beiden Eigenschaften ist ihnen mit den zyklischen 
Determinanten gemeinsam. 

Es sind andere Determinanten untersucht worden, deren Bildung 
viel Entsprechendes zu denen Noethers aufweist. 

W. Voigt behandelt auf dem Gebiete der Physik in einem Auf- 
satze Determinanten der Ordnung (2n) und zwar der Beschaffenheit, 
dass ihre Elemente in den Beziehungen stehen: 

Für n = 2 erhält man dann zum Beispiel eine Determinante 
folgender Gestalt: 

i » I) e d\ 

h —a ä — c\ 

Es wird der Nachweis erbracht, dass eine solche Determi- 
nante die Summe von zwei Quadraten ist. 

Den nämlichen Gegenstand betreffend kann man auch eine Arbeit 
von Drude und eine Mittheilnng von Baltzer vergleichen. 

Gegenbaner behandelt in zwei Noten andere, diesen entsprechende 
Determinanten und zwar findet er eine, die der Summe eines Qua- 
drates und eines di-eifachen Quadrates gleich kommt, und eine andere, 
die sich als Summe von vier Quadraten darstellt. 

)igt, AUgemeiue Formeln für die Bestimmung der Elasticitätskonstanten 



1 Krystallen u. s. w. Annalen der Physik und Chemie (Wie 

" "■ '"-^ -321, 398—416] S, 314. 

\ der Determinantentheorie. Qee. d. Wiss. Göttingen 



. 16 (188^) [373—321, 398—416] S, 314. 



Nachr. (1887) [118—122]. 

Baltzer, Über einen Sata aus der Determinantentheorie. Ges, A. Wiss. 
Göttingen Naohr. (1887) [S99— 391]. 

Gegenbauer, Note über Determinanten. Akad. Wien, Ber. Bd. 96. Abth. 2 
(1887) S. 5—7; Über eine specielle Determinante. Ebenda S. 499 f. 

Die hier besprochenen Determinanten (wir nannten sie nach 
Puchta und Noether) sind in gewisser Weise verwandt mit den 
zyklischen. Wie diese, besitzen auch sie die hemerkenswerthe Eigen- 
schaft, sieb in ein Produkt von soviel rationalen linearen Faktoren 
zerlegen zu lassen, als ihre Ordnungszahl es angiebt. 
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Man wird viel allgemeinere Deteiininanten untersuchen können, 
die als besondere Arten sowohl die zyklischen, als die in diesem 
Paragraphen behandelten in sich begreifen werden. 

Stellen wir uns n Grössen vor und eine Gruppe von Substitu- 
tionen mit Bezug auf diese Grössen, eine Gruppe, die nur n Sub- 
stitutionen enthalte; das heisat, wie man sieh in der Lehre von den 
Substitutionen ausdi-üekt, ihre Ordnung und ihr Grad seien einander 
gleich. Dann ordnen wir auf eine erste Zeile die n Elemente, auf 
die andern Zeilen vertheilen wir dieselben Elemente, nur in fort- 
laufender Eeihe den Substitutionen der Gruppe gemäss vertauscht. 
Auf diese Weise gelaugt man dazu, eine Detenninante herzustellen, 
die im besonderen Fall die zyklischen und die von Puchta und Noether 
aus sieh hervorgehen lässt. 



g 22 — 24. Über Determinanten , die aus Minoren, einer andern 
gebildet sind. 

§ 22. Lehrsätze von Spottiswoode [Sylvester) und Franke. 

Wir haben gesehen, wie die zu einer vorgelegten Determinante 
reziproke mit Hilfe der algebi-aischen Komplemente zu den Ele- 
menten der gegebenen Determinante (also der Minoren (n — l)-ter 
Ordnung) gebildet wird (Siehe § 8), und es ist femer deutlich ge- 
worden, dass einfache Beziehungen zwischen der reziproken und der 
gegebenen Determinante bestehen und desgleichen zwischen den Minoren 
der reziproken und denen der gegebenen. 

Nun geht eine ganz natürliche Verallgemeinerung dieser Betrach- 
tung darauf aus, sich mit Determinanten zu beschäftigen, die nicht 
mehr aUein aus Minoren der Ordnung (n — 1) gebildet sind, sondern 
aus Minoren von beliebiger Ordnung. 

So gestaltete Determinanten, die zusammengesetzten Detenninanten 
(Compound determinants) sind von einer grossen Zahl von Schrift- 
stellern behandelt worden. 

Es folge hier, der Zeit nach geordnet, ein Bericht über die Lite- 
ratur dieses Gegenstandes, soweit seine Erörterung uns in diesem Para- 
graphen und den folgenden bis einschliesslich § 25 beschäftigen wird. 

Cauchy in der oben S. 25 angefahrten Abhandlung vom Jalre 1813 theili 
den ersten der Lehrsätze mit, die im Folgenden abgeleitet werden. Jonm. de 
l'öc. poi. cah. 17 S, 102. 

Die Hauptsätze dieses Lehrgebiets sind zuerst, allerdings ohne Beweis, durch 
Sylvester bekannt gegeben worden. Sie erscheinen in der von ihm ausgebil- 
deten und als Werkaeug der Forschung hochbewertteten Schreibweise der 
umbral notation. 



y Google 



84 Theil II: g 22. Determinante aus Minoren einet gegebenen. 

Sylvester, Ou tte relation Letween the minor determinants of linearly 
eqnivalent quadratic functions. Phil, Mag. aer. 4 vol. 1 (1851) [295—305]. 

VerbesBerungen zu diesem Abdruck giebt der Verfasser im Cambr. Dnbi. 
maÜi. Journ. vol. 8. S. 62. 

Spottiswoode, Elementary tlieorems relating to determinants. Journ, 
f. Math. Bd. 51 (1856) [209— 271, 328—381], darin § 10. On Compound deter- 
minanta [360—372], Dieser Abhandlung (geechrieben 1853) war im Jahre 1851 
unter gleichem Titel eine gesondert erschienene Schrift vorausgegangen, 

Janni, G,, Nota sopra i determinanti minori di un dato determinante. 
Giom. di Batt, vol. 1 (1863) [270-276]. 

Franke, Über Determinanten aus Unterdeterminanten. Jonm, f. Math. 
Bd. 61 (1863) [350—365]. 

Borchardt, Anmerkungen zum eben genannten Aufsätze Frankes , ebenda 
8. 353 und 355, wieder abgedruckt in Borchardta Werken [479—483]. 
Eeiss, Beiträge znr Theorie der Determinanten. Leipzig 1867. 
Mit einer der Sylvesterschen ähnlichen Bezeichnunga weise und auf Grund 
einiger Sätze über Determinantenerweiterung (Eänderun») wird hier die Lehre 
Ton den zusammengesetzten Determinanten aua einem Gesichtspunkte wesent- 
licher Verallgemeinerung behandelt und in einem Anhange auf ihre fruchtbare 
Anwendung im Gebiete der Geometrie hingewiesen. 

D'Ovidio, Nota sui determinanti di determinanti. Acc, Tor, vol. II 
(1875—76) [949—9661 

D'Ovidio, Addizioni alla nota sui determinanti di determinanti. Aoc. Tor, 
vol. 12 (1876—77) [331—333]. 

Picquet, Snr les döterminants dont les ölömente sont toua les mineurs 
poaaibles d'ordre donnö d'nn döterminant donn^. C. E. t. 86 (1879) [310—312]. 
Picquet, a. a. 0. Siehe oben 8, 66, Journ. de l'fc. pol. cah. 45 t. 28 (1878) 
[201—343] 8. 207 ff. 

Frobenius, Über die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen 
Form. Jonm. f. Math. Bd. 86 (1879) [44—71], in § 3 Sylvesters Determinanten- 
aatz 8. 53 f. 

Sylvester, Sur des d^tei-minants composöa, Journ f. Math. Bd. 88 (1880) 
[49—67] S. 61. 

Borchardt, Eemarque relative au memoire de M "sybeater aui iea detei 
minants compos^s. Journ. f, Math. Bd. 83 (1880) [82 — 85] wiedPi abgedruckt 
in Borchardts Werken [494— 497J, 

Hunyady, Sätze, welche sich auf Determinanten beziehen deren Elemente 
aus den Elementen adjungierter Systeme zus'wnmengesetBt tmd (Mag>ariHLh 
Budapest Brtek. Ed. 7. (1880) Nr. 19 [1-27] 

Scott, On Compound detenninants London Math ^r l Pioc (ul 14 
(1882—83) [91-103], 

Barbier, Sur une formule de Lagiange döjä genöralisee par Ciuchy 
NouveUe g&^ralisation. C. It.. t. 96 (1883^ [1845—184')] 

Barbier, G&&alisation du tb^oröme deJacohi sur lea döterminanta partiela 
du systfeme adjoint. C. E, t. 97 (1883) [82—86]. 

Tan Velzer, Compound detenninants. Amer. Journ. vol. 6 (1884) [164 — 172], 
D'Ovidio, Altra addiaione alla nota »sui determinanti di determinanti«. 
Acc. Tor. vol. 36 (1890—91) [131—133] 

Netto, Zwei Determinantenaätze Acta math Bd 17 (1893) [19Ö— 204]. 
MuEso, Sni determinanti recipioci Giom di Batt vol. 31 (1893) [201— 209], 
In letzterem Aufsätze ist der Verfasser aus Unbekanntschaft mit den voran- 

fegangenen Untersuchungen zu einem nur unvollständigen Lehrsätze gelangt, er 
at dann in einer zweiten Veröffenthchung ubei denselben Gegenstand haupt- 
sächlich die Arbeiten von D'Ovidio lerweithet 

MuBBO, Ancora sui determinanti recipioci Gioin di Batt. vol. 32 (1894) 
[81—85], 
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Frobeuius, Über das Trägieitsgesete der quadratischen Formen. Math, 
Mitth. Sitzber. Berlin 1894 fTS-Bi, 136—1691 in § 1 Sylvesters Determinajiteii- 
satz S, 80—83 = Akad. Berlin. Ber. 1894 [241—256, 407—431] § 1 S. 242 ff. 
Wieder abgedruckt in Journ. f. Math. Bd. 114 (1895) [187— 230j g 1 S, 189 ff. 

Netto, Erweiterung des Laplaceschen Determinanten -ZerlegungssatKes. 
Journ. f. Math. Bd. 114 (1895) [345—352], 

Igel, Beweia einiger Determinantentheoreme von Sylvester. Monatsh. 
f. Math. 9. Jahrg. (1898) [47—64]. 

Bezeichnen wir die Binomialzalilen durch das Symbol 



{:)- 



n(>i-l)...(«-m + l) 



■ {•>).. 



I gehören zu einer Determinante I) von jj-ter Ordnung 



& 



Minoren der Ordnung m < n. Denn ein Minor m-ter Ordnung ent- 
steht ja, wenn wir m horizontale und m vertikale ßeihen auswählen. 
Nun können wir die m horizontalen Reihen auf genau ebensoviel 
verschiedene Weisen wählen, wie die m vertikalen Reihen; die Anzahl 
der möglichen Wahlergebnisse ist in beiden Fällen der Binomial- 
koeffizient («)m. 

Wir bilden mit diesen (n)l, Minoren als Elementen eine Deter- 
minante, deren Ordnung wiederum diesem Binomialkoeffizienten gleich 
kommt. Auf dieselbe Zeile setzen wir alle die Minoren, die mittelst 
derselben m Zeilen von D hergestellt sind, und auf dieselbe Spalte 
diejenigen, zu deren Bildung dieselben m Spalten von D Verwendung 
fanden. 

Wir können diese Elemente in solcher Anordnung voraussetzen, 
dass auf der Hauptdiagonale der neuen Determinante die Hauptminoren 
)w-ter Ordnung der gegebenen erscheinen; dann erkennt man leicht 
rücksichtlich der Herkunft konjugierter Elemente die Richtigkeit der 
folgenden Beschreibung. Wenn das Element in der neuen Determi- 
nante, welches seine Stellung gemäss den Indiees r,s einnimmt, der 
Minor ist, der durch die Zeilen mit Ordnungszahlen l^l^ . . .1^ und 
die Spalten mit Ordnun^zahlen c, Cg . ■ . Cm gebildet wurde, so vrird 
das Element, das die Stelle mit den Indiees s, *■ erhält, aus den Zeilen 
CiCg- ■ ■ Cm und den Spalten l^l^ . . . l,,, entstanden sein. 

Um zu einer bestimmteren Vorstellung über die Anordnung der 
Elemente zu gelangen, dürfen wir annehmen, dass innerhalb der ersten 
Zeile zunächst alle Minoren gerader Klasse und dann in der Folge 
alle der ungeraden Klasse angehörenden aufzureihen sind. Es wird 
dann leicht ersichtlich, dass die Matrix in vier Abtheilungen zerlegt 
werden kann, in zwei quadratische, welche durch die Hauptdiagonalf 
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halbiert werden, und zwei rechteckige, dergestalt, dass im ersten Qua- 
drate, dem oberen zur Linken, lauter Minoren gerader Klasse sich be- 
finden, im unteren Quadrate, auf der rechten Seite, wiederum sämmt- 
liche Minoren der geraden Klasse angehören und dass in den beiden 
Rechtecken, dem oberen zur Rechten und dem unteren zur Linken, 
nur Minoren ungerader Klasse ■vorkommen. Diese sind demnach in 
s Zeilen und s Spalten vertheilt, deren s^ Schnittpunkte Minoren 
der geraden Klasse entsprechen. 

Wir dürfen willkürlich annehmen, dass die Minoren der ungeraden 
Klasse in dieser Determinante mit negativem Zeichen auftreten oder 
auch mit positiTem Zeichen gleich den andern. Der Werth der De- 
terminante wird in jedem Fall derselbe sein, ob nun in dem einen 
oder anderen Sinne Verfügung getroffen wird, da ja eine Determinante 
unverändert bleibt, wenn man die Vorzeichen bei den Elementen 
ändei't, die auf s Zeilen stehen und zugleich bei denen, die sich auf 
s Spalten befinden, aber nicht bei denen, welche die Schnittstellen 
dieser s Zeilen und s Spalten einnehmen. 

Wir wollen die so gebildete Detenniuante D,„ nennen. 

Auf ähnliche Weise können wir die Determinante Da—m he:-- 
atellen und in dieser die Elemente so vertheilen, dass in i),„ und in 
D„—m die komplementären Minoren von 7) homologe Stellen ein- 
nehmen. 

Bei einer dieser beiden Determinanten werden wir das Zeichen 
der Elemente, die Minoren ungerader Klasse sind, ändern und dann 
das Produkt von D^ in -D„„„, bilden. 

Es ist leicht einzusehen, dass in dem Produkte alle Elemente, 
mit Ausnahme derer, die die Haaptdiagonale der Produktdetenninanie 
bilden, verschwinden. Und zwar folgt dies nach dem Lehrsatze, dass 
die Summe der Produkte in m Reihen enthaltener Minoren in die 
algebraischen Komplemente der entsprechenden Minoren, die m paral- 
lelen Reihen angehören, Null ist, (Siehe S, 19,) Die Elemente der 
Hauptdiagonale im Gegentheil werden sämmtlich der vorgelegten De- 
terminante D gleich. Also dürfen wir schhessen; 

Dies Ergebniss findet sich bei Cauchy in seiner Abhandlung 
vom Jahre 1812. 

Beachten wir, dass i)«, sowohl als D^—m ganze Funktionen der 
Elemente von D sind, und D, solange es eine allgemeine Determi- 
nante vorstellt, nicht in Faktoren zerfallen wird, die als ganze ratio- 
nale Funktionen seiner n^ Elemente anzusehen wären, so ei'lennen 
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wir, daas die vorangehende Beziehung nur dann bestehen kann, wenn 
Jeder der Faktoren des ersten Gliedes der Gleichung seinerseits eine 
Potenz von D ist. 

Zu bestimmen, mit welcher Potenz von D der Faktor !)„, über- 
einkommt, bedarf es nur eines Blickes auf die Gradzahl eines beliebigen 
Gliedes von D^,. 

Nun geht jedes Glied von D,« aas (n)m Faktoren hervor, von 
denen ein jeder den Grad m besitzt, folglich gehört zn einem beliebigen 
Gliede von D,,, die Gvadzahl: 



""ym) 12.. 



(m-l) 



während in D ein jedes Glied vom Grade « ist. Mithin wird D„, 
gleich sein der Potenz 



von D, iilso: 

und folglich anch: 



-?->«,- 



.2,(::;) 



D - ^U- 



Um sieh zu ibei^eu^en, da^s diese Gleichungen auch dem Vor- 
zeichen nach 1 psteheii müssen genügt ei m D für alle Elemente, 
mit Ausnahme dei Hauptelem^nte, den Werfch Null vorauszusetzen. 
Dann verschwinden auch m D alle Elemente bis auf die Haupt- 
eleniente, und die beiden Glieder der Gleichung wei'den ohne Weiteres 
im Werthe und im Zeichen gleich. 

Wir können daher sagen: 

Ist eine Determinante D von «-ter Ordnuug vorgelegt, 
und bildet man in der angezeigten Weise die Determinante 
der Ordnung ('rt)m, deren Elemente die sämmtliehen Minoren 
m-ter Ordnung der gegebenen Determinante sind, so erhält 
man eine Determinante, die die Potenz (« — 1)™— i der ge- 
gebenen darstellt. (Spottiswoode, — Sylvester.) 

Dieser Lehrsatz ist in der oben angeführten Abhandlung von 
Spottiswoode (1856) ausdrücklich erörtert worden, neben ihm findet 
dort der vordem von Sylvester ausgesprochene allgemeine Determi- 
nantensatz Erwähnung, den wir in § 23 darlegen werden. Wenige 
Jahre später (1863) tritt in dem Prankesehen Aufsatze der uns Tor- 
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liegende Satz wie ein neues Eigebmas auf uud Borchardt fügt die 
Bemeikunff hinzu, ei sei als besoiideier Fall eines Sylvesterschen 
Satzes aufzufassen womit eisiflitli*,!! auf jene allgemeinere Sylvestersche 
Formel, die wir im folgenden Paragraphen mittheilen werden, ange- 
spielt ist. Später ist der nämliche Lehrsatz noch ein zweite Mal 
und zwai' durch D'Ovidio (1876) ala neu veröffentlicht worden. Doch 
hat bald darauf dieser Verfasser in einer ergänzenden Notiz erklärt, 
daas Spottiawoodo das Verdienet der ersten Mittheilung gebühre. 
Sylvester bekundet dann im Jahre 1880 in einer Anmerkung, der 
gedachte Satz sei in seinem Aufsatae von 1851 enthalten. Danach 
hat Barbier (1883) einen besonderen Fall unseres Lehrsatzes mit 
dem Anspruch des Neuen veröffentlicht vmd D'Ovidio hierauf wiederum 
(1890) in einer wesentlich geschichtlichen Anmerkung Bezug genommen. 
Die Vorarbeiten, die diesem Gegenstande gewidmet worden sind, 
haben demnach das eigenthüraliche Schicksal gehabt, wiederholentlich 
unberäcksichtigt zu bleiben, wiewohl die Determinantenforschung derzeit 
mit vorwiegendem Interesse sich auf dem Gebiete der aus Minoren 
einer gegebenen Determinante zusammengesetzten Systeme bethätigte. 

Wie man sieht, schliesst dieser Lehrsatz als besonderen Fall den 
über die reziproken Determinanten (Siehe S. 32) in sieh. 

Wir wollen nunmehr nntersiiehen, ob hier auch ein entsprechender 
Lehreatz zu dem zweiten, den wir im Fall der reziproken Determi- 
nante gefunden haben, sich aufstellen lässt, und der dort den Werth 
eines Minors der reziproken Determinante aus den Minoren der 
vorgelegten zu bestimmen erlaubte. 

Um ganz bestimmte Vorstellungen zu erwecken und um die Dar- 
legung deutlicher zu gestalten, ist es bei weitem besser, wenn wir 
einen besonderen Fall voraussetzen und an diesem unser Verfahren 
ausführen. Dasselbe ist, wie man leicht erkennt, von der Ai't, dass 
es stets auf einen umfassenderen Fall ausgedehnt werden mag. 

Es sei die Determinante D von 4-ter Ordnung und m = 2. Die 
beiden Determinanten Dm und Dn—m werden von 6-ter Ordnung sein. 
Die Minoren ^(^' das heisst die Elemente von D, beaeiehnen wir mit 



6 /'), 



indem wir unter (ij), (k h) beziehungsweise die beiden Indices der 
Zeilen und der Spalten verstehen, die an der Bildung des Minors be- 
theiligt sind. 

Danach wird die Deteiminante D. sich darstellen in der Gestalt: 
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Fra^ukee Lehrsatz. 



-0« = 



(g)Göa!)(;D©Gö 

ß3\ /23\ /23\ /23\ (2S\ /23\ 
1,12; l,23J [u) {u) (13) (,24j 

{lt)(lt){lt){lt)(!t){lt) 

(5j)a9at)(j9Gt)(jp 

(12) (23) (34) (14) (is) (24) 

(!t)(!t){lt)(!t){lt){lt) 



Die Determinante J0„ 
nving aller Elemente 



= A' = 



wie Dg, wobei jedoch die Ord- 
Weise geändert erscheint, nämlicli: 

Qt){lt){lt}{lt){li)(!t) 

ai)(;i)(;^)(M)ai)(}ö 

ai)(iI)(ll)(M)Q!)(S) 

/23\ /23\ /23\ /23\ /23\ /23\ 

1,24; {u) U2J hs) (ßi) Us; 

© (?9 (?ö @) Öö (S) 
(34) (14) (12) (23) (24) (13) 



Wir wollen nun einen beliebigen Minor von D^ betrachten und 
zwar wollen wir dazu im Besonderen den ersten Hauptminor 3-ter 
Ordnung wählen und diesen, wie folgt, sehreiben: 

/12\ /'12\ /12\ /12\ /12\ /12\ 

© 

y= /34\ /34\ /34\ /34\ /34'\ ^34\ 
(12) (2s) 1,34^ luj (.isj 
10 



a3)(ä)Gi)©© 

a\ /23\ /23\ /23\ /23\ /23\ 
2) (,23J [Sij [u) 1,13; 1,24; 



















1 
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Fraukes Letraatz. 



Auf solche Art ist der gedacbte Minor in die Form einer Deter- 
minante 6-ter Ordnung, D^ entsprecliend, übergefüHrt. Wir multi- 
plizieren ihn mit D^, nachdem in D^ bei aUen Elementen, die Minoren 
ungerader Klasse vorstellen, die Zeichen geändert worden. Demnach 
haben Zeiohenwechael erfahren die Elemente der Stellen: 



15, 


16 


26, 


26 


35, 


36 


45, 


46 


51, 


61 


52, 


62 


53, 


63 



Führen wir nun die Multiplikation nach Zeilen a 



J) 
D 


(23) (23) {23) (23) (23) (23) 


ai)G9GI)(i)ai)ö^) 


(^t) (lö Q © (?Ö (Jb) 


.h: 


(23) (23) (23) 




D'. 







^rgiebt sich: 



; ist gleich: 



Also lautet das Brgebniss in Worten; Das Produkt des Minors 3-ter 
Ordnung N, den wir hervorgehoben, und der Determinante D„—^ ist 
gleich der dritten Potenz von D, multipliziert mit dem Komplement 
des zu N homologen Minors in der Determinante Dn— m- Unser Ver- 
fahren, das nur die angemessene Erweiterung des für den entsprechenden 
Fall der reziproken Determinanten angewandten darstellt (Siehe § 8), 
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ist durchaus allgemein und man erkennt daher, dass der Lehrsatz aus- 
gesprochen werden kann; 

Das Produkt eines Minors ff[^' von /r-ter Ordnung aus 
der Determinante J)„j mit 2)«—™ ist gleich der /.'-ten Potenz 
Yon D, multipliziert mit dem algebraischen Komplemente 
des homologen Minors zu N aus D„—.„ ■ 

Also ist: 



iv«- 



das Komplement des homologen Minors zu N in D^—m bezeichnen. 
(Die eckige Klammer mag dabei zu leichterer Unterscheidung von 
Potenzexponenten die Ordnung der Unter de terminante andeuten helfen.) 
Wir wissen weiter, dass: 

uud daher ergiebt sieh: 



Hieraus erhellt der Lehrsatz: 

Ein Minor JV" von I>„, läasfc sich als Produkt darstellen, 
in welchem eine gewisse Potenz von D mit dem algebraischen 
Komplement des zu N homologen Minors in Dn—m multi- 
pliziert erscheint. (Dies der Lehrsatz von Franke in dessen oben 
angeführter Abhandlung.) 

Über die Beziehung dieses Lehrsatzes von Franke zu dem Jacoliischen 
Satze von den Minoren der reziproken Determinante siehe Reiss a. a. 0. S. 60 
und Krocecker, Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Ak. Berlin Ber. 
Juni— Dec. 1882 [831—624]. Wieder abgedruckt in Kroneckers Werken Bd. 2 
[391— -396J. 



g 23. Weitere Lehrs'atae: von Sylvester, D'Ovidio und Anderen. 
An diese beiden gnindlegeudeu Lehrsätze gliedert sich eine gi-osse 
Zahl anderer Lehrsätze an, die von verschiedenen Schriftstellern auf- 
gefunden sind nnd zu deren Erörterung wir jetzt schreiten. 

Wir bilden eine Determinante z} der Ordnung (n)m- Es 
sollen deren Elemente die Produkte der homologen Elemente 
aus den beiden Determinanten D^ und Z)„_m sein. Wir 
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machen hierbei über diese Determinanten die Annahme, dass 
ihre homologen Elemente komplementäre Minoren von D 
sind und daas in einer von beiden Elemente, die Minoren 
ungerader Klasse vorstellen, mit verändertem Vorzeichen 
geschrieben stehen. Eine solche Determinante z/ ist gleich 
einem Vielfachen von D. (D'Ovidio). 

Und wirklich ergiebt sich, wenn man in derselben zur ersten 
Spalte alle die andern hinzufügt, eine Spalte, deren sämmtliehe Ele- 
mente gleich D sind, mithin erscheint die Determinante durch D 
theilbar. 

Wenn man, bevor ^ gebildet iirird, bei einer der Determinanten 
Dmj -Dn— m die Zeilen derart vertauscht, dass wenigstens eine Zeile 
auf ihrem Platze bleibt, so ist das Ergebniss dasselbe, weil man doch 
bei Anwendung des nämlichen Verfahrens in der ersten Spalte ent- 
weder Elemente Null oder Elemente D erhält; behält im Gegentheil 
keine einzige Zeile ihre ursprüngliche Stelle bei, dann tritt augenfällig 
für die fraglichen Elemente der Werth Null auf, das heisst, es wird 
dann zi selbst verschwinden. 

Innerhalb der Determinante D wollen wir k Zeilen und X Spalten 
durch unsere Aufmerksamkeit auszeichnen: es sei Da der Minor von 
D, welcher bei Tilgung der X Zeilen und k Spalten hervoi^eht. In 
der zu D reziproken Determinante, nämlich in 7)„_i betrachten wir 
die homologen l Zeilen und Spalten und Cx heisse der Minor von 
Dn—i, der durch die Schnittstellen dieser ?. Zeilen und Spalten ge- 
bildet wird, also das Komplement des zu Djj homologen Minors 
in D„-i. 

Wir wissen, dass unter diesen Umständen sich die Gleichung 
ergiebt: 

Die X Zeilen und Spalten, die in D ausgewählt wurden, verbinden 
wir nun unter sich zu je m und unterdrücken nacheinander die m 
Zeilen und m Spalten einer jeden solchen Kombination. Wir erhalten 
im Ganzen (i)™ Minoren von D, lauter Minoren von der Ordnung 
(n — m), und diese lassen sich in gewohnter Weise so anordnen, dass 
sie die Matrix einer Determinante von der Ordnung (A)m bilden, die 
nichts andres ist, als ein besonderer Minor der Determinante D„_,„. 
Der so gewonnene Minor heisse Dj^. Multipliziert man jedes einzelne 
Element dieses Minors von D„—m mit 7)"'"^, so erhellt aus dem Lehr- 
satze über die Minoren reziproker Determinanten, dass allemal das 
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Ergebniss der Miütiplikation ein Minor )w-ter Ordnung der Determi- 
nante Gi wird, und man gewinnt in Folge davon die Determinante 
aller Minoren m-ter Ordnung der Determinante d.. 

In Anwendnng des oben bewiesenen Lebrsatzca (Siebe S. 87) kommt 
diese Determinante aber dem Werthe nach überein mit der Potenz: 



mithin wird: 

nnd daraus geht hervor: 

(Der hier von uns gegebene Nachweis ist der oben angeführten 
Arbeit von D'Ovidio Bd. 11 S. 953 f. der Atti di Torino entnommen.) 

Wir gewinnen hierdurch den folgenden Lehrsatz Sylvesters 
(a. a. 0. S. 304): 

Innerhalb der Determinante D„—,„ ist ein Minor Z)jm von 
der Ordnung (d)«, (-1 > *w)j dessen Elemente Minoren von IJ 
sind, gebildet ans (n~-X) festen Zeilen und Spalten und allen 
Kombinationen von (i — m) der fibrigen, gleich der Potenz 
(A — l)ffl von D, multipliziert in die Potenz (l — i)m-i des- 
jenigen Minors von D, der aus den (n — X) festen Zeilen und 
Spalten hervorgeht. 

Vorstehender Lehrsatz ist durch Sylvester (1851) ohne Beweis 
veröffentlicht worden, ein zweites Mal durch D'Ovidio. 

Für i. ^ n und mit der Übereinkunft i>„„ = 1 ergiebt sich ans 
ihm der Satz des voiigen Paragraphen (Siehe S. 87). Will man übrigens 
diese künstliche Bestimmung Z)«« = 1 vermeiden, so lässt sich der 
frühere Lehi'satz auch in der folgenden strengen Weise auf das vor- 
liegende Ergebniss zurückführen. Wir wollen der Determinante D 
eine Zeile und eine Spalte hinzugefügt denken, die mit Nullen 
besetzt sein mögen, an deren Kreuzungsatelle aber das Element 1 
auftreten soll. Der Werth von D bleibt hierdurch imgeändert, doch 
wird die Ordnung der Determinante auf (n -\- 1) erhöht. Setzen wir 
nun l = n, so haben wir unseren Lehrsatz dergestalt anzuwenden, 
dass wir für die (w — V) festen Reihenpaare (es wird hier (n — A) 
doch (w + 1 — ^), ^äso (« + 1 — w) = 1) gerade das beigefügte 
Eeihenpanr wählen. Damit ergiebt sich Da = 1 und D^„, = I^n—m 
in der Bezeichnungsweise des § 22. 
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i'robeni^is hat (a, a. 0. Siehe unser Literatur verzei eh niss S, 84 f.) 
auf YÖUig abweiehende Art einen besonderen Fall des vorliegendeu 
SylvesterBcheii Satzes erwiesen, nämlich den Fall, wo »h = A — 1 
gesetzt wird, desgleichen Netto in § 3 (aaf Seite 201) seines Auf- 
satzes: Zwei Determinantensätze. Auf iinseiii allgemeinen Lehr- 
satz ist Netto ei-st später zu sprechen gekommen, bei Gelegenheit 
einer anderen Betrachtung, die wir in Kurzem werden zu erört-ern 
haben. (Siehe S. 97 ff.) 

Eigenartig ist das Verfahren von Reiss, der (a. a. 0. Art. 14, 
S. 34 f.) den vorliegenden Determinantensatz aus dem Sylvesterschen 
Satze des vorigen Paragraphen unmittelbai- durch Erweiterung der 
Elemente des Minorensystems ableitet, wie er aiich den genannten 
besonderen Fall unseres Lehrsatzes (Art. 6. S. 15 f.) aus einer noch 
einfacheren Identität auf gleichem Wege gewinnt. Völlig abweichend 
ist eine Begründung des Sylvesterschen Satzes durch Picquet, 
wovon in % 28 noch eine Andeutung gegeben werden wird. 

Der Unterdeterminante Di„, in D„_„, können wir in D^ das 
Komplement der zu ihr homologen zuordnen, das von der Ordnung 
(«)m — ■ {^)m ist und nach einem oben bewiesenen Lehrsatze (dem Lehr- 
satz von Franke, siehe S, 91) gleichkommt: 

a...z.©-(i)-c;') 

oder, mit Anwendung des vorausgehenden Satzes, gleich: 



Der Minor von D^, um den es sieh hier handelt, hat zu Ele- 
menten solche Minoren m-\er Ordnung von Z), gebildet also mit 
m Zeilen und m Spalten jener Determinante, die nicht durchaus 
alle unter den X in Betracht gezogenen Zeilen und Spalten vorkommen. 
Demi der homologe Minor zu D^m in -0™ ist doch mittelst aller der 
Minoren m-ter Ordnung von D hergestellt, die sämmtheh in den be- 
stimmten l Zeilen und Spalten enthalten sind, also mit andern Worten 
mittelst aller Minoren )M-ter Ordnung des Komplementes von Du, und 
mithin kann sein Komplement als Element keinen einzigen Minor 
dieser Herkunft enthalten. 

Wir gewinnen hierdurch den Lehrsatz von D'Ovidio: 
Ein Minor von der Ordnung (n)^ ■ — (A)™ innerhalb der 
Determinante i)^ (A > m), als dessen Elemente sich alle Mi- 
noren m-ter Ordnung von D darstellen, zu deren Bildung 
weder die Zeilen noch die Spalten sämmtlich iinter be- 
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§ 24. Allgemeinere Aufgabe Sylvester?. 

afcimmten A Zeilen und X Spalten ausgewählt wurden, 
gleicli der Potenz 

f l — V\] 



K=J)-(.i 

von D, multipliziert mit der Potenz 

ü=0 



desjenigen Minors von D, der bei Tilgung jener X Zeilen 
und X Spalten sich ergiebt. 

Dem entsprechend wird man eine Formel auffinden können für 
das Komplement von Bxm in Z)«_m, welches in Z)„_„, der homologe 
Minor zu dem znletzt betrachteten Minor von D^ ist. Man erhält 
auf diesem Wege wieder eine Formel von D'Ovidio (a. a. 0.). 

Und auf ähnliche Art würde man weitere Lehrsätze von D'Ovidio, 
von Piequet und Anderen finden, die wir der Kürze wegen über- 
gehen wollen. 



§ 24. Die allgemeinere Aufgabe Sylvesters. 

In der oben (Siehe S. 84) angeführten Abhandlung von Sylvester 
(Journ. i. Math. Bd. 88) will der Verfasser nach Einführung einer 
schwierigen und unnöthig verwickelten Bezeichnung die folgende Auf- 
gabe lösen. 

Es sei eine Determinante vorgelegt von der Ordnung: 
n^-^ n^ -{-■■■ = n 

Unter den ersten n-^ Zeilen wählen wir m^, unter den n^ folgenden 
m^ und so fort und verfahren dann auf ähnliche Weise in Hinsicht 
auf die Spalten. Alle Elemente, die sich auf den Schnittpunkten der 
)«! + »Mg + ■ ■ ■ ausgewählten Zeilen und der gleich vielen Spalten be- 
finden, bilden ihrerseits eine Determinante derOrdnung /»j -f- m^ -| = m, 

die augenscheinlich ein Minor der vorgelegten sein wird. 

Wir stellen nun alle möglichen Minoren dieser Art her; ihre 
Anzahl wird sein: 



[(:;)©■ 



Aus ihnen als Elementen würde es erlaubt sein, wiedei-um eine 
Determinante entstehen zu lassen, und diese nennt Sylvester im 
allgemeineren Sinne die zusammengesetzte Determinante. Wenn 
~ ' j = )ig = . . . ^ 0, }i^ = ra ist, dann kommt man, 
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wie ohne Weiteres einleuchtet, auf den voihei betiachteten Fall zurück. 
Für diesen besonderen Fali wissen wir al>er, dass die Determinante, 
die man bilden willj eben eine Potenz der ursprünglichen ist. 

Nun stellt sich Sylvester die Aufgabe, diesen Lebisat? auf den 
allgemeineren Fall auszudehnen. 

Nennen wir (JVj) , {N^) ■ ■ ■ die Determinanten, welche durch die 
Kreuzungen der ersten % Zeilen mit d^n ersten n^ Spalten entstehen, 
dann der folgenden w, Zeilen mit den «^ Spalten und ao foit, und be- 
zeichnen wir überdies mit (JVi-IV^j), (^-WjiVg) diejenigen Determi- 
nanten, die mit Hilfe der («^ + n^) Zeilen und Spalten, dei («j -f- Wg) 
Zeilen und Spalten, . . . hergestellt sind, so fand Sylvester eine 
Formel, mittelst deren die allgemeine zusammengesetzte Determinante 
sich als Produkt von Potenzen der (N^), {N^), (iV^i^p, (N^N^), ■ ■ ■ 
(N^N^Ng), ■ • ■ ausdrücken lieas. Und dies sind im Grunde gewisse 
besondere Hauptminoren der vorgelegten Determinante, 

Die Formel Sylvesters ist jedoch irrig, und es wurde dies bald 
danach, im folgenden Bande des Crelleschen Journals, an Hand eines 
Beispiels von Borchardt (im Namen Sylvesters) anerkannt. (Siehe 
oben S. 84.) 

Um einzusehen, dass es thatsächlich nicht möglich ist, diese zu- 
sammengesetzte Determinante in Form eines Produktes solcher Haupt- 
minoren, wie: (Nj), (NiN^), ■ ■ ■ darzustellen, wollen wir einen beson- 
deren Fall berechnen. 

Wir nehmen an: 

% = 2, % = 2 , «^ + «g = )i = 4 
m^ = Wj = 1 m^ + )«s = »( = 2 

Dann hat man es mit einer Determinante D der vierten Ordnung zu 
thun, deren Matrix man sich in vier Quadrate getheilt vorsteilen darf. 

Wir benennen, wie aus folgendem Schema 

^21 As 
ersichtlich wird, der oben eingeführten Bezeichnangsweise gemäss die 
durch jene vier Theilmatrices vorgestellten Determinanten. 

Verknüpfen wir nun paarweise die erste und zweite Zeile mit 
der dritten und vierten und machen entsprechende Kombinationen bei 
den Spalten, so erhalten wir im Ganzen 16 Minoren der zweiten Ord- 
nung, die ihrerseits eine Determinante Da von 4-ter Ordnung bilden, 
und sie ist ein Minor 4-tGr Ordnung der Determinante 6-ter Ordnung 
Dn, = Dj nach der vorher angenommenen Bezeichnung. 
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Die Determinante Da—m ist daaaelbe J)^, wobei jedoch passende 
Vertan schungen von Zeilen und Spalten Torgenommeu sind. Leicht 
erkeimt man (an Hand der schematischen Darstellungen auf Seite 89), 
daaa das Komplement des homologen Minors zu Da in .D«— m genau 
der Determinante 2-ter Ordnung 

(jVjJV^ — lY^^J^aO 

gleichkommt und mithin ergiebt sich, nach der im Lelii"safcz Frankes 
aufgestellten Formel, dass die zusammengesetzte Determinante (weil 

,Z) = {JViiV2) 7KK setzen) gleich ist: 

und sicli daher nicht einzig als Produkt der (N^N^), Nj_, M^ dar- 
stellen lässt, wie es die Formel Sylvesters verlangen würde. 

Eemerkenawerth ist die Beobachtung, dass allerdings in beson- 
deren Fällen der diireh die Sylveatersche Formel gewünschte Ausdruck 
möglich wird. 

Setzen wir zum Beispiel voraus, es handle sich um eine Deter- 
minante der Ordnung «^ -f- Wj ^^ m und man nehme 

D k mmt ma u 1 n A ausb tzu g n ne beii bewiesenen 
■^t d bnah nSl t heihrt zuru k (Siebe S. 93), 
n 1 1 amm ng s täte D t m ant g ht n d on uns als D\m 

b Liteub De,lat h abe w w wissen, als Produkt 
d 1 k n P ten nl g Dtmnt nd des Haupt- 

m \ d t / 1 1 Si It 1 ildet ist. 



g 35. Neue Untersuchungen von Wetto und von Pascal. 

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, haben wir Untersuchungen 
von Netto einzuschalten, die sich den bisher entwickelten Betrach- 
tungen ganz nahe anschliessen. Wir beabsichtigen von jenem Aufsatze 
Nettos zu sprechen, der betitelt ist: Erweiterung des Laplaceschen 
Determinanten-Zerlegungssatzes. (Siehe S. 85.) 

Wir wollen den Minor, den man aus einer vorgelegten Determi- 
nante n-ter Ordnung erhält, wenn man die Zeilen mit Ordnungszahlen 
*j «ä . . . ii; und die Spalten mit Ordnungszahlen jj js ■ ■ ■ h unterdi-ückt, 
bezeichnen: 
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Es wird dann die Entwicklung der Determinante dargestellt durch 

WO (% . . . in), Ol ■ • ■ i") zwei Penmitationen der Zahlen l,2,...n 
bedeuten. 

Wir betrachten nun eine Determinante Ä TOn der Ordnung 
(n -\- m), die als ersten Hauptminor die bisher besprochene De- 
terminante M-ter' Ordnung enthalte. Nach der obigen Bezeichnungs- 
weise wird das Symbol 

zur Darstellung der letzteren dienen. 

Für unsere neue Determinante Ä wollen wir einen SnmraenauM- 
drnck, entsprechend dem unter (a) soeben niedergeschriebenen, auf- 
stellen, wobei jedoch gegenwärtig die Symbole 

Ä ■ ■ ■ Ji 
die Minoren der neuen Detei-minante bezeichnen und daher die alten 
Minoren sind^ wenn man dort m Zeilen und m Spalten hinzufügt. 

Nun ist die Frage, was für einen Werth dann jene Suramation 
annehmen werde? 

Netto erweist die Richtigkeit der folgenden Aussagen: 
Der Werth jener Summation ist schlechthin gleich der 
Determinante Ton der Ordnung (n ~\- m), multipliziert in die 
erste Potenz der Determinante m-ter Ordnung, die mit den 
m hinzugefügten Zeilen und Spalten gebildet ist, nämlich 
des Minors 



Wenn man aber, anstatt mit der Formel (a) zu beginnen, 
eine allgemeinere Formel der Zerlegung (Siehe § 9) zum 
Ausgangspunkt nimmt, nämlich die Summation von Pro- 
dukten von k Minoren, die beziehungsweise in 

% + % + ■■■ + «^ = « 
Zeilen und Spalten ausgewählt sind, dann stellt sich das 
Produkt von A in die Potenz (k — 1) von 



als Ergebniss heraas. 
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Netto lässt diesen Lehrsatz (a. a. 0. S. 351) zur Beweisführung 
bei jenem Hauptsatze Sylvesters dienen, den wir schon besprochen 
haben, nämlich den Satz bezüglich der Minorensysteme von der Art 
des Di,,,, (Siehe § 23.) 

Die beiden hier auageaproehenen Sätze (der eratere ist als be- 
sonderer Fall im zweiten enthalten) finden sich auch in dem ein- 
leitenden Abschnitt der Schrift von Reiss: Beiträge zur Theorie der 
Determinanten (dort als 5. Satz S. 13 und 6. Satz 8. 14) und dienen 
daselbst gleicherweise zur Ableitung der Sylvesterachen Sätze. 

Wir haben die Absicht, den vorliegenden Lehrsatz auf eine 
leichtere Art, als es durch Netto geschehen ist, nachzuweisen, und 
indem wir uns genau derselben Grundsätze bedienen, die für den an- 
geführten Satz Sylvesters gebraucht wurden. Neben jenem werden 
wir noch einen andern Lehrsatz finden, der als mit ihm eng zusammen- 
gehörig betrachtet werden kann. 

Wir wollen zunächst einen Hilfssatz vorausschicken. 

Eine gegebene Determinante Ä von der Ordnung n kann bekannt- 
lich als algebraische Summe der Produkte von h Minoren entwickelt 
werden, deren erster in der Matrix der ersten m^ Zeilen, der zweite 
in der der folgenden m,j Zeilen und so fort enthalten ist, wobei 

;w^ -|- wig ~j- ■ ■ - + mt = Ji . 

Bezeichnet man also solche Minoren mit /J, so ei-giebt sich; 

und man weiss, in welcher Art hier die Ausdehnung der Summiening 
verstanden werden muss. 

Wir stellen uns nun folgende Aufgabe. 

In dem vorangehenden Summenausdruck setzen wir an 
Stelle eines jeden zi dessen Komplement und fragen: Weiches 
wird dann der Werth der Summation? Wir werden nach- 
weisen, dass dieser Werth die Potenz (k — 1) von A sein wird. 

Für ft = 2 erhält man also A selbst wieder, ein selbstverständ- 
liches Ergebniss, da ja dann, wie man leicht erkennt, die verschiedenen 
Glieder der Summierung ungeändert bleiben und nur die beiden 
Faktoren jedesmal mit einander vertauscht werden. 

Wir wollen die reziproke Determinante zu Ä bilden und diese 
A' nennen. In A' heben wir die zu den zlf homologen Minoren 
hervor und entwickeln daher A' nach der Formel 

^+ X, -dL, . . . ^„, = ^' 
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Wir wissen aber, daas A' = A"-''- und dass überdies ein jedes 
^m dem mit jI™"^ multiplizierten Komplemente des zu ^^ homo- 
logen JMinors, also des z/« gleichkommt. Gfedachtes Komplement ist 
nun aber zln—m- Älao können wir schreiben: 

und daraus folgt, weil 



»»i + % + ■ 



- ms = 



diese Gleichung: 

^'+ ^„_«, zJ„_ „,, . . . z/„_„j. = ^*-' 

womit der Hilfsaatz bewiesen ist. 

Wir betrachten nun eine Determinante der Ordnung (« -f- », 
und die ihr zugehörige reziproke Determinante und werden beide i 
schematischen Bilde, wie folgt, zur Änschau\ing bringen. 




N' 




1 
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Wir wollen die Entwicklung von N nach Produkten von fc Mi- 
noren der Ordnungen m^, m^, ... mji ausführen und dieae Minoren 
mit der vorher angewandten Bezeichnung kenntlich machen. So er- 
giebt sich: 

ji(j + m^ -j- ■ ■ ■ + *w* = ** 
und wo zimi denjenigen Minor darstellen mag, den man in N ent- 
stehen lässt durch Unterdrückung der Zeilen mit Ordnungszahlen: 

h V ■ ■ * ^«-nii 

und der Spalten mit Ordnungszahlen: 

Ji h' ■ ■ ■ i»-"», 
Ahnliches gilt für ^n,^ . . . ^m,. ■ 

Verstehen wir nun unter A^,, . . . Minoren, die man bei Tilgung 
der angegebenen Zeilen und Spalten erhält, jedoch nicht von der De- 
terminante JV, wohl aber von der Geaammtdeterminante D, dann wii'd 
Ä„j die Ordnung (m -\- wi^) annehmen und dem entsprechend die 
andern Minoren. 

AVir multiplizieren jetzt den Summenausdruck mit 

und beachten, dass nach dem Lehrsatze über die Minoren der rezi- 
proken Determinanten das Produkt 

nichts andres ist, als das Komplement des zu Ä^^ homologen Minors 
in D', nämlich ^'„—n,, und ein Minor von N' ist. Wenn wir auf 
einen Äugenblick in A^ die letzten m Zeilen und m Spalten aus- 
scheiden, so wird es wieder der Minor von N und ^'„—^^ ist dann 
eben das Komplement seines homologen Minors in N'. 

Also ist der ganze Summenausdruck, nach AusfUhi-ung des an- 
gedeuteten Produktes, genau derselbe, wie man ihn erhalten haben 
würde, wenn man die Entwicklung von N' als Summe von Produkten 
der k Minoren hergestellt und dann in dieser Summe an Stelle eines 
jeden Minors sein Komplement innerhalb N' eingesetzt hätte. 

Nach dem oben bewiesenen Hilfssatze wird also das Ergeb- 
nisa sein: 

Nun ist zufolge des oft angeführten Satzes von den Minoren der 
Reziproken: 
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y -»■->- Ai,,,,. . 
also ergiebt sich: 
D"— -' . D—'.-^ , . . j/— 1-1 (^+ A... A.„ . , . A.,) — 

__0(.-..(.-i),a;-. __ 

und hieriius ohne Weiteres (weil m^ -f )«s + • • • + '»* = n) 
^± K., ■ . . A»,, = D ■ Ai,";,' . „ 

Damit erseheint der angeführte Lehrsatz Nettos bewiesen. 

Wir können jedoch daraus sogleich noch einen weiteren gleich 
artigen Satz herleiten. 

Zu der gegebenen Determinante N werden wir zunächst die 
Summation bilden, die ihrer Entwicklung entspricht, werden dann an 
Stelle eines jeden Minors sein Komplement setzen und gelangen auf 
diese Weise zu dem Summ enaus druck; 

Nun wollen wir, wie früher, die z/ in diesem Ausdrucke der- 
gestalt umdeuten, dass mit ihnen, den Minoren Yon N, die letzten 
m Zeilen und m Spalten von J> verbunden werden; demnach werden 
aus den J Minoren von D, und zwar von den Ordnungen; 

n ^ m — swj , n -\- m — m^, ■ ■ • 

Der Unterschied zwischen dieser neuen Summe und der im Lehr- 
satze von Netto behandelten besteht darin, dass während die Faktoren 
jedes Gliedes bei der Nettoschen Foi'mel nicht irgend ein Element 
von N mit einander gemein haben oder, wie wir sagen wollen, nicht 
in N, sondern nur ausserhalb von JV mit einander verflochten sind, 
hier im Gegentheil die Minoren, welche die Faktoren eines und des- 
selben Gliedes darstellen, innerhalb von N und ausserhalb von N in 
Verflechtung stehen. 

Mittelst eines dem früheren entsprechenden Verfahrens können 
wir diesen neuen Sammenausdruck berechnen. Es genügt, ihn zu 
multiplizieren mit 

n'"^-' ^if^-' ... i)"''-' 

und zu beachten, dass 

gerade den Minor von D' darstellt, der zu dem Komplement von 
A„_m, homolog ist, also den zu z/,„^ homologen Minor oder auch, 



y Google 



§ 9fi. Lehrsatz von Scliolfa (Huujady). 103 

was damit gleichkommt, den Minor von N', der homolog ist zu dem 
Minor ^,„, iu N. 

Es wird daher die Summe in ihrer jetzigeii Fassung eben nichts 
andres vorstellen, als die Entwicklung von N' nach Produkten von 
7t Minoren und hiernach ergiebt sieh mit Benutzung des bekannten 
Werthes von j\": 

^± A,.,_„., . . . A„_,„( = J5*-i ■ Ai,,,,„„ 

Also in Worten: 

Es sei eine Determinante von der Ordnung (n -f- m) vor- 
gelegt und ihr erster Hauptminor der Ordnung n. Wenn 
man in der Entwicklungsformel dieser Determinante «-ter 
Ordnung, nach den Produkten von k Minoren, jeden Minor 
durch sein Komplement ersetzt und für dieses wiederum den 
Minor aus der Determinante der Ordnung (n -\- m) einsetzt, 
den man dadurch erhält, dass man Zeilen und Spalten der- 
selben Ordnungszahlen unterdrückt, wie man sie auszu- 
scheiden nöthig hatte, um das gedachte Komplement zu ge- 
winnen, so erscheint als Ergebnias die Potenz (^ — 1) der 
gesammten Determinante der Ordnung (n -\- m), multipliziert 
mit der Determinante, die durch die Schnittstellen der 
letzten m Zeilen und m Spalten gegeben ist. (Pascal.) 

Bezüglich der Betrachtungen dieses Paragraphen hat man zu 
vergleichen 

Pascal, Su di im teorema del 8ig. Netto reiativo ai determinanti , e su 
di un altro teorema ad esso affine. Acc. Line, Eendio, 1896 ser. 5. voL 5. 
1" aem. [188—191]. 

Der Zusammenliaiig der voa uns mitgetheilten beiden Lehrsätze unter sich 
und mit dem Laplacesclien Zerleguagssatse (Sieie 8, 37f.) bestätigt sich über- 
dies in einfacher Weise, wenn man ein allpemeiaeB Verfahren zur Umwandlung 
von Determinanten Sätzen befolgt, das Muir in zweifacher Eicbtnng unter dem 
Namen des law of complementaries und des law of extenaible minors 
dargestellt hat. 

Muir, The law of extensible minors iu determinants. Edinburgh Trans, 
vol. 30. part. I (1880—81} [1—4]. 



g 36. Lehrsatz von Scholtz (Hunyady). 
Es erecheint angemessen, den vorher erörterten Lehrsätzen noch 
den folgenden hinzuzufügen, den wir den Lehrsatz von Scholtz nennen 
wollen, weil er sich zuerst in einer geometrischen Arbeit dieses Ver- 
fassers vorfindet. Kurze Zeit danach ist er von Hunyady ausge- 
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sprechen und zu dem gleicheii Zwecke verworthet worden. Man 



Scholta, Die auf dem Kegelschnitt liegenden sechs Funkte und der Satz 
des Hexagrammnim myslicum. (Magyarisch.) Mi.egyetemi Lapofe (Polytechnische 
Blätfer) Bd. 2 (1877) S. 65 ff. 

Schultz, Sechs Punkte eines Kegelschnittes . Ärch. d. Math. 63. Th. (1878; 
[317—324] S. 319 f 

Hunyady, Zar Theorie der Flächen zweiter Ordnung. (Magyarisch.) ßuda 
pest ßrtek. Bd, 7 (1880) Nr. 6. 

Hunyady, Die Bestimmung der Kurven und Tiächen zweiter Ordnung. 
(Magyarisch.) Budapest Ertek. Bti. 7 (1880) Nr. 18 [1—39]. 

Hunyady, Beitrag zur Theorie der Flächen zweiten Grades. Journ. f. Math. 
Bd, 89 (1880) [47—69] S, 58. 

Von diesem Lehrsatze handeln dann auch: 

Igel, ZurTheorie der Determinanten. MonatBh.f.Math.3.Ja.hrg. 1892 [55—67], 

Bscherich, Über einige Determinanten. Monateh. f. Math, 3. Jahrg. 
1892 [08—80]. 

Es sei eine Determinante w-ter OriJnvmg mit den Elementen 
Oy» gegeben. 

Wir bilden n lineare Funktionen mit ebenso vielen Unbekannten, 
die zn Koeffizienten der Reibe nach die Elemente der verschiedenen 
Zeilen besitzen. 

Wir stellen also auf: 



- «18 a:^ + ■ 
-«23^3 + ■ 



■ + O-in^« 



und danach bilden wir zu diesen Ausdrücken alle ihre Quadrate und 
die Produkte zu le zweien Nun stellen wir eine Determinante auf, 
die zu Elementen der ei^iten n Zeilen die Koeffizienten der n Quadrate 
und zu Elementen der folgenden Zeilen die Koeffizienten der übrigen 
^n(n — 1) Produkte zu ]e zweien enthält, natürlich in der Weise 
geordnet, dass in dei selben Spalte aus Quadraten und aus Produkten 
die Koeffizienten der nämlichen Grössen erseheinen. 

Man erhält auf die-ie Weise eine Determinante von der Ordnung 

" ^^ 3 — 2 

die bisher als Determinante Hunyadys benannt worden ist. 
Für w = 2 ergiebt sieh zum Beispiel die Determinante 
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Nun sagt der Lehrsatz, auf den wir anspielten, aus: 

Der Werfch der so gebildeten Determinante ist gleich 
der (w -|- l)-ten Potenz der gegebenen Determinante. 

Diesen Satz werden wir auf demselben Wege beweisen, den 
Scltoltz und HuEyady an den angeführten Stellen eingeschlagen 
haben. 

Setzen wir beispielsweise den Fall n ^ 3 voraus, dann wird die 
gedachte Determinante 



»„• 


"a 


"a 


2o„<i„ 


2«„%. 


2«i,»i. 


a„' 


V 


<•«" 


2(Jgj«g3 


2«„«„ 


2o„o„ 


«Sl' 


«!«' 


<h,' 


2«,.«,, 


2«.,»„ 


2«„»„ 


«„«„ 


«JS%S, 


«i>».j, 


«U»» + «IS«!. 


«11 «ä3 + «13 «ai 


«U«0 + «IS«!. 


»ii«ii 


«11 "si, 


«B»IJ. 


»u«» + «1.«>U 


»ll«S> + «lä«51 


«1!«.. + «1.0b. 


fflgjfljj 


»I.»».. 


»»«.» 


<'n'%.+ »..»si 


«!l«S. + «..% 


«»«SO + »..«.. 



Wir bezeichnen nun mit An daa algebraische Komplement von 
ar, m der vorgelegten Determinante dritter Ordnung D. 

Wir wollen dann hier zur ersten Zeile, nachdem wir sie mit 
Ä^i multipliziert, die vierte Zeile hinzufügen, multipliziert mit A^^ 
und die fünfte, desgleichen mit A^i verbunden, sodann zur zweiten 
Zeile, die vorher mit A^^ multipliziert wird, die vierte, multipliziert 
mit A^^ und die sechste, desgleichen mit A^^ verbunden, und addieren 
endlich zur dritten, mit ^3^ multipliziei-ten Zeile, die fünfte und die 
sechste, beziehungsweise mit Ai^ und A^^ multipliziert. 

Danach werden die ersten drei Zeilen: 

a„7), 0, 0, «,,!>, a,^JJ, 
«3,7), 0, 0, r%/>, a^^l), 
%iZ», 0, 0, a^^D, a^^n, 

und mithin findet sich wenn die Deteiminaute nach Produiiten ent- 
wickelt wird, in denen die den eisten diei Zeilen angehörenden Mi- 
noren mit ihren Komplementen veibunden ^ind 

''i%''%3 '^lä'^as '^ij"93 + "«"»a 
-D^ ' "^ig^aj "is^sa '*is"3ä ~i~ "la^sa 
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Diesem Ausdrucke gleich ergiebt sieh also das Produkt der De- 
terminante von Hunyady in die drei algebraisch en Kompleraeute 
^n, A,^, A^i. 

Man würde ku zeigen, vermögen, dass das Produkt dieser drei 
algebraischen Komplemente genau gleich ist der zuletzt geschriebenen 
Determinante 3-ter Ordnung, doch auch ohne zu dieser neuen Beweis- 
führung überzugehn, bemei-ken wir, dass das Produkt A^i . A^j^ . A^^ 
nicht D als Faktor enthalten kann., weil ja keines der A in Paktoren 
zerlegt werden kann und desgleichen D selbst unzerlegbar ist. Also 
kann der Faktor i>*, der sich in dem letzteren Ausdrucke findet, nur 
ein Faktor der Determinante JT Hunyadya sein und wenn wir dann 
vergleichsweise den Grad eines Gliedes dieser Determiaante und eines 
Gliedes von J)* prüfen, so findet sich, dafs nur 

sein kaim. Hier bedeutet c eine Konstante, deren Werth man übrigens 
zu 1 bestimmt, indem mau im Eesondern annimmt, es verschwänden 
alle Elemente von D, mit einziger Ausnahme der Elemente der Haupt- 
diagonale. 

Man überzeugt sich leicht davon, dass dies Verfahren der Beweis- 
führung sich auch ira Allgemeinen durchfuhren lässt, mithin ganz 
uneinses chränkt 

wird. 

In Betreff solcher Determinanten, die zunächst in der Lehre von 
den Kegelschnitten auftreten, kann man neben den oben schon an- 
geführten noch folgende Arbeiten einsehen: 

Hunyady, Über die verschiedenen rormen der Bedingungsgleiehung, welche 
ausdrüctt, dafs sechs Punkte auf einem Eegelschnitt liegen. Journ. f. Math. 
Bd. 83 (1877) [76—85]. Ein Zusatz des Veifassei-a im Joura. f. Math. Bd. 92 
(1882) [307—310]. 

Unter dem gleichen Titel finden sich zwei Aufsätze von Hunjady in 
magyarischer Sprache: Budapest &tek. Bd. 4 (1876) Nr. 6 [1—23] und Budapest 
firtek. Bd. 6 (1877) Nr. 4 [1—20], der letztere als Fortsetzung des ersten. 

Mertens, Sätae über Determinanten und Anwendung derselben zum Be- 
weise der Sätäie von Pascal und Brianchon. Joum, f. Math, Bd. 84 (1878) [355—3591. 

Pasch, Über gewisse Determinanten, welche in der Lehre von den Kegel- 
schnitten vorkommen. Joum. f Math. Bd. 89 (1880) [247—2.^1]. 

Hunyadj, über eine Fläche vierter Ordrvnng. (Magyarisch.) Budapest 
firtek. Bd. 8 (1881) Nr. 12 [1-20]. 

Hnnyady, Über den geometrischen Ort der Kegelspitzen der durch sechs 
Punkte gehenden KegelMchen zweiten Grades. Joum, f. Math. Bd. 92 (1882) 
[304—306]. 

Caapary, Über die Umformung gewisser Determinanten, welche in der 
Lehre von den Kegelschnitten vorkommen. Joum. f. Mfttli, Bd. 92 (1882) [123—144]. 

Müller, E,, Anwendung der Crrassmannsohen Methoden auf die Theorie 
der Curven und Flg*hen zweiten Grades. Jom-n. f Math. Bd. 115 (1895) 
r334— 253] I 3. S. 239 f. 
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g 27, Kroneckoi's Lelsraak, 107 

g 27. 28, Detenainautcii, deren Elemente aus den Elementen. 

zweier gegebener Determinanten gebildet sind. 
§ 27. Kroneckera Lehrsatz. 

An die im vorausgehenden Paragraphen durchgeführten Über- 
legungen mag hier eine Erörterung der Determinanten sich anschliessen, 
deren Elemente aus den Elementen zweier Torgelegter Determinanten 
zu bilden sind. 

Von diesem Gegenstände findet man vielfältige Lehrsätze in ver- 
schiedenen Arbeiten. Wir verweisen auf: 

Sylvester, On a certain fundamental th m f 1 tp m'naJit I'hil Mag 
sev. i vol. ä (18Ö1) [143—146]. 

Sylvester, Oa Stautlts theorems con n ng tk ntents of p 1 g n 
and polyhedrona, with a note on a new anl mbl ag la f th m 

Phii. Mag. ser. 4. vol. 4 (1852) [335—345], 

Im Anhang dieses Auiaatzes macht de Vi n i mt hÄn 

Wendungen seines im Jahre 1851 veröffentlicht n L h at fm k m 

Kronecker, Bemerkungen aur Determinanten Th i'A ug a B f 

an Herrn Baltzer.) Journ. f. Math. Bd. 72 (1870) [152—1*6] b. 162f. — Wieder 
abgedruckt in Eronecker, Werke Bd. 1. Leipzig 1895, [237—269], 

i di determinanti. Ann. di mat. 
ser. 2 t 5 (1871—73) [206—304]. 

Picciuet, Analyse combinatoire des determinanfe. C, E. t. 88 (1878) 
[1118. 1119]. 

Picquet, a, a. 0. (Siehe oben Ende von § 15 und Anfang fou g 23) Journ. 
de l'fe pol. cah. 45 t. 28 (1878) [201—243] S. 214 f, 216—213, 234-341. 

Hunyady, Sätze ober eine besondere Gattung komponierter Determinanten. 
(Magyarisch.) Budapest firtek. Bd. 7 (1880) Nr. 21 [1-15], 

Hensel, Über die Daratellung der Determinanten eines Systems, welches 
aus awei andern componirt ist. Acta math. Bi. 14 (1890—91) [317—319]. 

Ferner die oben S. 104 angefahrten beiden Aufsätze von Igel und Escherich 
aus dem Jahre 1892 und 

Netto, Act. math. Bd. 17 (1893) S. 200 in dem schon S. 84 berührten 
Aufsätze, 

Probenius, a, a. 0. (Siehe Literatnrverzeichniss S. 85.) Jonm. f. Math. 
Bd. 114 (1895J [187—230], dort wird S. 190 der Kroneckersche Sata auf den 
Sonderfall des Sjlvest ersehen (Siehe oben S, 94) zurückgeführt. 

Ein besonders eleganter Satz aus diesem Lehr gebiet ist der folgende, 
sogenannte Lehrsatz Kroneckers. 

Sind die beiden Determinanten gegeben: 

A von der Ordnung n, in den Elementen a., und 

B von der Ordnung m, in den Elementen b/^i 
und bilden wir alle Produkte 

Cpq = a/jbi,)i, 
an Zahl w^m^ und mit diesen Elementen (a;jh/,i.) die Determi- 
nante der Ordnung (nw), indem wir auf dieselbe Zeile alle 
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die stellen, bei denen die Indiees (};h) dieselben sind, und 
auf dieselbe Spalte alle Elemente mit den gleichen zweiten 
Indiees {;,?;) bringen, so wird die Determinante G aus den c 
dann gleicli sein 

A»' . B". 

Ein leichter Nachweis dieses Lehrsatzes ist von Netto (a. a. 0.) 
gegeben, der ihn auf die Entwicklung der Determinante begründet. 

Um das Verständniss des Verfahrens, daa man auch für den 
allgemeinen Fall anwenden kann, zu erleichtern, wollen wir im Be- 
sondern n = 3, »i = 2 Yoraussetzen. 

Dann wird die Determinante C die folgende; 



a„6„ 


»„Si,, 


«aK 


.„6„ 


«uSu, «uSu 


«11*11 


«11 ^sa, 


«1>S>1 


«ia*s2 


«13*21, «IB*,. 


«„J,. 


«ii*«, 


«23*11 


«22*12 


«.2*11, «,.*1, 


0,1*1, 


<%.*.., 


0„S„ 


a„i„ 


»2.*21, «22*2. 


"m*ii 


"ji'u. 


«»'11 


%.*u 


».1*11, »..*12 


»Sl*!l 


o„S,s, 


<h,K 


<%,!>>, 


«aK, Oj!*22 



Nun wollen wir unter den Zeilen dieser Det«rminante drei Systeme 
¥on je zwei Zeilen unterscheiden (im Allgemeinen n Systeme von 
je m Zeilen), indem wir in demselben System diejenigen Zeilen be- 
greifen, deren Elemente, soweit sie auf ein und derselben Spalte 
stehen, den gleichen Faktor «,,■ enthalten. Es wird dann ein Minor, 
der innerhalb der Matrix der beiden ersten Zeilen ausgewählt ist, 
stets das Produkt zweier a zum Faktor haben und der andere Faktor 
wird entweder Null sein oder die Determinante der b. Dasselbe trifft 
zu für einen Minor, der innerhalb der Matrix der dritten und vierten 
Zeile herausgehoben wird und für einen solchen aus der Matrix der 
5-ten und 6-ten Zeile. 

Zerlegen wir die Determinante in eine Summe von Produkten 
der Minoren, die innerhalb der zwei eraten Zeilen, der 3-ten und 4-ten 
und der 5-ten und 6-ten vorkommen, so wird jedes Glied mitbin ent- 
weder Null oder ea entlmlfc als Faktor die Determinante der h, zur 
dritten Potenz erhoben (im Allgemeinen B"). Daraus ziehen wir die 
Folgerung, das3 in C der Faktor B" enthalten ist. Mit Rücksicht auf 
die Symmetrie zwischen den a und den b schüessen wir, dass C 
gleicherweise auch A"^ zum Faktor haben muss. Mithin ergiebt sich: 



C = 



.B". 
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Wenn wir hier den Grad von G beziiglicli der a oder h prüfen, ao 
leuchtet unmittelbar ein, dass s nur eine Konstante sein kaan und 
nicht mehr von den Elementen «, b abhängen darf. Nehmen wir 
weiter an, dass alle «;;, bei denen die Indices (i,j) verschiedene sind, 
verschwinden und desgleichen alle hi mit verschiedenen Indiees {h, k), 
so folgt ohne Weiteres s ^^ 1 ; und daher wird aehliesslich 

Wegen anderer Beweise fär denselben Lehniatz kann man einsehen: 

Hensel und Escherioh (a. a. 0.) und 

Itados, Zur Theorie der Determinanten. Math. Ber. aus üng. 8, Bd. 
(1891) [6U— 64]. Hier kommt GrassmaDiiB Methode zur Anwendung. 

Igel, a a. 0. Monalsh. f, Math. 1892 weist für den hesonderen Fall, wo 
A und S Determinanten gleicherOidnung und a' ch ihre homologen Eleiuente gleich 
aind, die Hunyadjache Determinante als Theiler der Eroneckerschen nach. 



% 38. lieiii'sätze von Pieciuet, von Sylvester und Anderen. 

Wir gehen jetzt zu einem andern Lehrsatze, der von Picquet 
nachgewiesen ist, über. (Siehe S. 214 der im Journ. de l'ec. pol. ent- 
haltenen Abhandlung.) 

Es mögen zwei Determinanten A und B von der Ord- 
nung n vorgelegt sein. In einer von beiden, zum Beispiel 
in A wollen wir an Stelle von m Spalten, die auf jede nur 
irgend mögliche Weise ausgewählt sein sollen, m Spalten 
aus B einsetzen. 

Jedes Mal erhalten wir dann eine Determinante von der 
Ordnung n und im Ganzen ergeben sich deren («)m, genau 
soviel, als das Quadrat der Binomialzahl (n)^ angiebt. Die 
Determinante D„, nun, die wir ans ihnen bilden können, 
indem wir in derselben Zeile alle Determinanten vereinigen, 
die bei Ausscheidung der nämlichen m Spalten von A ent- 
standen, und in derselben Spalte alle die Determinanten, 
welche nach Unterdrückung von je m auf jede mögliche 
Weise ausgewählten Spalten von A der Überführung der 
nämlichen m Spalten von B in die frei gewordenen Plätze 
ihr Entstehen verdanken, die so gebildete Determinante 
I)™ ist gleich 

Ans diesem Lehrsatze läast sich in einem besonderen Falle seiner 
Anwendung der nach Sylvester benannte Satz herleiten, den wir in 
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einem Torauagehenden Paragraphen (Siehe § 23) nachgewiesen haben. 
Es ist dies durch die Ausführungen Picquets auf Seite 216 — 218 
seiner oben angeführten Arbeit ersichtlich geworden. 

Der Beweis des Picquetschen Lehrsatses ist nun einfach. 

Jedes Element von Dm ist eine Determinante, die (n — m) Spalten 
au3 A und m Spalten aus B enthalt Eine solche Determinante kann 
man entwickeln als algebi aiscJie Summe von Produkten, worin Minoren 
der Ordnung (n — m) von A mit Minoren der Ordnung m von B 
mnlfcipliziert auftreten Es wiid dann zum Beispiel jedes Element 
der ersten Zeile von D„, einzeln sich dai stellen als Summe von Pro- 
dukten, die dieselben Minoren der Ordnung (w — ■ m) von A in die 
(w)™ Systeme von Mmoien m ter Oidnnng aus B multipliziert ent- 
halten, jedes solche System bestehend gedacht aus allen den (n),„ Mi- 
noren, die in denselben m Spalten, wie in einer Matris, einge- 
schlossen sind. 

Auf diese Weise eikeunt man, dass D^ als Produkt zweier De- 
terminanten erseheint, von denen die eme die Minoren der Ordnung 
(w — m) von A zu Elementen hat und die andere die Minoren m-ter 
Ordnung von B, wenn man Soige tragt, bei einer von ihnen das 
Zeichen derjenigen Elemente zu ändern, welche Minoren ungerader 
Klasse entsprechen (was ja bekanntlich den Werth der Determinante 



Wir wissen aber (Siebe § 22), dass die Determinante Aa—m, die 
die Minoren der Ordnung (n — m) von A zu Elementen hat, den Wertb 

besitzt und dasa der mit den Minoren m-ter Ordnung von B gebildeten 
Determinante, also £,„ der Werth 

zukommt. Damit ist also unser Lehrsatz bewiesen. 

Im Zusammenhang mit der Determinante D^ kann man die De- 
terminante I),i—,„ betrachten, die man auch bei Vertauschung von 
A und B in dem Eingangs des Paragraphen dargestellten Verfahren 
- erhält, das heisat, indem man an Stelle von m auf jede mögliche 
Weise in B ausgewählten Spalten m Spalten von A einsetzt. 

Man gewinnt daher: 

Das Produkt der beiden D^ und D„— m wird sein 
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Ordnen wir die Elemente der beiden Determinanten i)„, , D„—,„ 
auf passende Weise, nämlich so, dass homologe Elemente in ihnen 
stets zwei Determinanten entsprechen, von denen die eine (n — m) 
Spalten von A und in Spalten von J9, die andere die übrig- 
bleibenden m Spalten von A und die übrigbleibenden (n^m) 
von B enthält. Dann lässt sich das folgende Verhalten aufzeigen: 

Wenn man mit den beiden Determinanten I)„, und I>„^„s 
ihr Produtt nach Zeilen bildet, so werden die Hauptelemente 
des Produktes gleich dem Produkte A.B und die andern 
Elemente werden Null, 

Dies bildet den Inhalt eines Lehrsatzes von Sylvester, der von 
ihm schon im Jahre 1851 (in der im Anfang des § 27 angeführten 
Arbeit S. 143) veröffentlicht worden ist. 

Wir wollen eine Matrix herstellen, die als erste Spalten (w — m) 
Spalten von A enthält und als weitere Spalten aUe die S zugehörigen 
und so auch eine zweite Matrix, die an erster Stelle die übrig- 
bleibenden m Spalten aus A und im Anschluss daran alle Spalten 
von B in sich begreift. 

Wir bilden alle Detenniuanten jj-ter Ordnung, die innerhalb der 
ersten Matrix liegen und stets die festen Spalten von Ä einschhessen, 
und verfahren desgleichen mit Bezug auf die zweite Matrix. Es ge- 
lingt dann, jene ersteren Determinanten mit diesen letzteren paarweise 
und eindeutig in Zusammenhang zu bringen, indem wir diejenigen als 
auf einander bezogen (korrespondierend) betrachten, die nicht eine 
einzige Spalte von B gemeinsam haben. Dann werden die homologen 
Elemente zweier homologen Zeilen in D,,,, und Dn—m zu korrespon- 
dierenden Determinanten. Die Summe der Produkte solcher Paare 
wird (wenn man den Determinanten aus der zweiten Matrix das 
negative Zeichen giebt, im Fall sie ungerader Klasse angehören) ein 
Hauptelement der Produktdeterminante Z)„, .-D„-)„ sein. 

Nennen wir «j «^ . . . die Minoren von der Ordnung (n — m), 
enthalten in den (« — m) Spalten von A und k{ «a . . . ihre alge- 
braischen Komplemente; es sind dies die Minoren m-ter Ordnung, die 
in den andern Spalten vorkommen (und negativen Zeichens, wenn zur 
ungeraden Klasse gehörig). 

Bezeichnen wir weiter juit 



ßn ft, 
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112 Theil 11: g 39, Zweiter Lehrsatz von Picquet. 

die Minoren der Ordnung »», die in B enthalten sind, und mit 



deren algebraische Komplemente von (n — m)-ter Ordnung. 

Danach wird das Hauptelement des Produktes I>m.D„_,„ sich 
darsteilen in der Form: 

Für i = k erhält man: 

was dem Produkte Ä.B gleichkommt und für i^k ergiebt sich der 
Werth Null, da ja nach einer bekannten Determinanteneigenschaft 

2^ßj!ßh = o 

wenn i ^ k. (Siebe S. 19.) 

Dem entsprechend würde man nachweisen, dass die nicht auf 
der Haupt diagonale befindliehen Elemente Null sind. 

Die beiden hier betrachteten Determinanten Du, und Bn—ia haben 
zu einander ähnliche Beziehungen, wie zwei Determinanten, von denen 
die eine aus den Minoren der Ordnung m, die andere aus denen der 
Ordnung (n — m), die zu ein und deraelben vorgelegten Determinante 
gehören, gebildet sind. 

Die Ähnlichkeit erstreckt aicb noch bis auf die Beziehungen 
zwischen ihren Minoren. Man kann da den folgenden Lehrsatz 
(von Picquet, a. a. 0. Journ. de l'ec. pol. S. 238 ff.) nachweisen: 

Ein Minor von D^ ist gleich dem algebraischen Kom 
plemente des zu ihm homologen Minor in I>n~-m, multipli- 
ziert mit einer Potenz von A und einer Potenz von B. 

Den Beweis dieses Lehrsatzes können wir auf folgende, höchst 
einfache Weise durchführen. 

Es möge bezeichnen d^j die Elemente von 7),„ und d'ij die 
von JDn—m- 

Wir betrachten, um bestimmte Vorstellungen zu erwecken, den 
ersten Hauptminor von »'-ter Ordnung in J)„,. Ihn können wir unter 
Anwendung der Bezeichnung t^{fi)m schreiben; 
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28. Zweiter Lehrsatz 
■■■ äl, *,,+ , 
■■■ d„ d,,,+. 











Das Produkt dieser Deterr 
zuletzt bewiesenen Lehrsatzes: 



Picquet 







lante in Dn—m wird in Folge > 



A.B - 


-- Ä.,+, 




• i'u 


A.B ■ 


- *,,+, 




■ di, 


. 


■■ A.B d;,,+t 




■ ä'„ 


■ 


■ • d;+,, 


+1 ' 


■ *+M 


. 


•• *,,+, 




- *'. 



dl,r+l 



■ dl, 



und, da man weiss, dass 1>„_^ seinerseits gleich einer Potenz von A 
multipliziert mit einer Potenz von B ist, so erscheint der Lehrsatz 
bewiesen. In der That findet man, dass der Minor r-ter Ordnung 
von D,a gleich dem algebraischen Eomplemente des ihm entsprechenden 
Minor in Dn~m ist, multipliziert mit 



Wir wollen zum Schluss die 
s, wenn man im 
Gestalt voraussetzt: 



■ Betrachtungen noch anmerken, 
äie zweite Determinante B in 



10 0. 


. 


10. 


. 


1. 

! . . . . 


. 


0. 


- 1 
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114 Theil Ih g 'iS. Lehrsatz von Siacci, 

dann die Lehrsätze dieses Paragraphen jene von § 22 in Wiederholung 
ergeben, und die Determinanten Dm, D^—m unserer jetzigen Erörterung 
in umgekehrter Folge die aus Minoren der Determinante Ä von 
m-ter und (n — m)-ter Ordnung dargestellten Determinanten werden, 
die wir in jenem Paragraphen mit denselben Buchstaben bezeichnet 
haben. 

An die Gruppe von Erwägungen., die sich auf Determinanten 
beziehen, die mit den Elementen zweier andern hergestellt sind, knüpft 
auch eine Arbeit von Siacci an, die von uns bereits (S. 107) an- 
geführt wurde. 

Siacci, Acc. d> Tor, Atti vol. 7 S. 773; Ann, äi mat vol. 6 S, 296. 

Sind zwei Determinanten gegeben: 

B = \h„ 
und bildet man die Determinante P, deren allgemeines Element sei 

SO sagt der erste der Lehrsätze von Siacci aus: 

Die Determinante P ist gleich dem Produkt der beiden 
Determinanten A, B, multipliziert mit einer Determinante, 
deren allgemeines Glied sich darstellt als 

wo Ars, Brs die Komplemente der Elemente a^s, in in 
A, B sind. 

Wir werden nicht auf Einzelheiten bei diesem und den andern 
Lehrsätzen eingehen. Es mag genügen, nur einen Hinweis darauf 
zu geben. 

Man lese mit Bezug auf den Gegenstand dieses Paragraphen auch: 

Pascalj Snlle varie forme que possoco darai alle relazioni fra i determi- 
nanti di una matrice rettangolare. Ann. di mat. aer. 2 t. 24 (1896) [341 — 263] 
in § 3 S. 246 ff. 

Es werden dort mit Benutzung dea Ergebniaaea der folgenden Par^raphen 
29 — 31 den hier erijrterten Pioc[aetBchen Sätzen drei neue hinzugefügt und diese 
ala erweiterte Gestaltungen früherer Lehrsätze erwiesen, des Sataes von Minoren 
dei- reziproken Determinante {S. 33f.) und dei' Sätze aua § 23 von Syiveater 
und D'Ovidio. 

Man vergleiche ku dem Inhalte uneerer §g 32, S3, 28 Scott, Det. 1880. 
ehap. 5 [55—66]. 
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§ 29 — 31. BeziehTingeii zwischen den Determinanten, die in einer 
Matrix enthalten sind. 
§ 29, TJntersuohimg von Vahlen. 
Es mag eine Matrix von m Zeilen und n Spalten vorgelegt 
sein (m < «). 

Mit den in ihr enthaltenen Elementen lassen sich (w),„ Determi- 
nanten m-ter Ordnung herstellen. Man frage nun: Wie viele von 
diesen sind unabhängig? Oder mit andern Worten: Wie viele von 
einander unabhängige Gleichungen bestehen zwischen ihnen? 
' t Elemente dieser Matrix: 



i seien »r., c 



^11 ^13 ■ ■ ■ ^In 

öäi aaa ... «sn 



a^i 



Zunächst haben wir anzumerken, daas eine identische Uleiehung 
zwischen den in dieser Matrix enthaltenen Determinanten m-ter Ord- 
nung sieh immer in Theile wird zerfallen la^en, deren Jeder aus 
solchen Determinanten homogen zusammengesetzt sein muss; eine 
jede von diesen Determinanten ist homogen vom Grade m in den 
Elementen a und jeder einzelne der gedachten Theile, gleich Null 
gesetzt, wird für sich eine identische Beziehung darstellen. 

Also werden sich alle oben geforderten Gleichungen stets dazu 
bringen lassen, dass sie in den (n)^ Determinanten homogen erseheinen. 

Wenn wir überdies sämmtliche Elemente a^s vermöge der linearen 
Substitution 

umformen, dann wird jede in der Matrix der « enthaltene Determi- 
nante gleich der entsprechenden, die man in einer Matrix der a an- 
zunehmen hat, multipliziert mit der Determinante der «; es bleiben 
daher die homogenen Beziehungen zwischen jenen Determinanten un- 
verändert und die Grössen ß treten darin nicht auf. 

Inzwischen können wir über die m^ beliebigen Grössen a in der 
Weise verfügen, dass gleichviele von den Elementen «' bestimmte 
Werthe annehmen. Danach werden die (ri)m — 1 Verhältnisse der 
Determinanten Funktionen von nur nin — m^ ^ m{n — m) beliebigen 
Elementen und hieraus ersieht man, dass höchstens nur 
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f^ — l—in(n — m) 

Gleichungen zwisehen diesen Verhältnissen bestehen köniieu. Das 
kommt aber mit dem Vorhandensein der gleichen Anzahl Ton homo- 
genen Beziehungen zwischen denselben Determinanten überein. 

Wir werden nun zeigen, dass sich wirklich ebenso viele Be- 
ziehungen und zwar sämmtliche von einander unabhängig her- 
stellen lassen. 

Betrachten wir die Determinante D, die aus den m ersten Spalten 
gebildet ist, und dazu ihre Reziproke, deren Element wir mit Ar, be- 
zeichnen. 

Danach richten wir unsere Aufmerksamkeit auf eine beliebige 
Determinante A, die aus den Spalten der Ordnungszahlen r-,r^ . . . r,„ 
besteht. 

Wir wollen nach Spalten das Produkt der beiden Determinanten 
bilden : 






Aa An . 



. A,„. 



r, «mr, . . - Omr^ \ Ami ^niS ■ ■ ■ A^y^ \ 

Ein beliebiges Element der Produktdeterminante, in der Stellung 
i, s wird dann : 

ai^.Ai^ + asr;^,. + ■ ■ - + «mr^A., 

und dies ist nichts andres, als die Determinante 



; »11 



- <hm 



D = 



wenn man an Stelle der s-ten Spalte die Spalte der Ordnungszahl »■,- 
aus jener Torgeiegten Determinante Ä einsetzt. 

Das Ergebniss der Multiplikation ist also eine Determinante, deren 
Elemente ihrerseits wiederum Determinanten sind, mid zwar werden die 
letzteren aus D dadurch hergeleitetj dass man die Spalten dieser aus- 
gezeichneten Determinante nacheinander und einzeln durch diejenigen 
der Ordnungszahlen r^, r^, . . . r^ ersetzt. 

Nun weiss man aber, dass die Determinante der A ihrerseits der 
Potenz (in — 1) von D gleich ist, also lässt sich, wie leicht ersichtlich, 
durch eine jede der aufgestellten Gieicbungen eine Beziehung zwischen 
den Determinanten der Matrix darstellen. 

Prüfen wir inzwischen diese 1 
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Wenn A mit der Determinante D übereinstimmt, dann erhält 
man äugen scheinlieh eine Identität. 

Wir nehmen weiterhin alle A von der BeschafPenheit in Betracht, 
dass (m — 1) ihrer Spalten aus der Zahl der Spalten von Z* ent- 
nommen und nur eine unter den (n — m) übrigbleibenden der ge- 
gebenen Matrix ausgewählt ist. Es leuchtet ein, dass A von solcher 
Beschaffenheit der Anzahl nach m{n — m) vorhanden sind. Sie 
nun geben identischen Beziehungen ihren Ursprung, weil die Deter- 
minante, die dabei auf der rechten Seite erscheint, nämlich 



I) ■■ 





D ■^ 





B ■ 
n n (\ 








oder eine auf Reih enver tauschung beruhende Umwandlungsform hierzu 
nach ihrem Werthe: U™— *.A mit der hnken Seite übereinstimmt. 

Die anderen Beziehungen, die man erhält, wenn man A auf jede 
weitere mögliche Art sich ändern lasst, der Zahl nach 



C) -!-„.(»-») 



Gleichungen, sind sicherlich alle von einander unabhängig, weil bei 
einer jeden von ihnen linksseitig ein Faktor (und zwar ist dies A) 
erscheint, der von einer dieser Beziehungen ziir andern wechselt und 
niemals auf der rechten Seite vorkommt. Wirklich wird die rechte 
Seite in jedem Falle von Determinanten gebildet, die sich aus der 
ursprünglichen Determinante D mit Veränderung einer einzigen 
Spalte herleiten lassen, während das hnker Hand auftretende A stets 
eine Determinante ist, bei der wenigstens zwei Spalten von denen 
in J} abweichen, da man ja andernfalls identische Beziehungen erhält. 

Es stellt sieh hiernach als erwiesen heraus; 

Unter den (n),» Determinanten »w-ter Ordnung einer Matrix 
aus n Spalten und m Zeilen bestehen 



\m) ~ 



■ 1 — m(n — m) 



unabhängige Gleichungen. 

Dieser Nachweis ist in einem neueren Aufsatze von Vahlen 
enthalten : 

Vahlen, Über die Kelationen zwiBclieii den Determinanten einer Matrix. 
Journ. f. Math, Bd. 112 (1893) [306—310]. 
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g 30. Formel von Netto, eine verwandte von Pascal. 
Es ist von Wichtigkeit, den Grad der im vorangehenden Para- 
graphen aufgefundenen Gtleiehungen hier anzumerken. 

Nehmen wir zunächst an, dass nur zwei von den Ordnungszahlen 



verschieden sind von den Zahlen 

1 2 ■ ■ • m 
s mögen zum Beispiel die Ordnungszahlen >;s unter den: 

m-l-1, m + 2, ■■■ n 

Die den gedachten beiden Zahlen entsprechenden Spalten würde 
man an die Stelle derer mit den Ordnungszahlen i und / zu setzen 
haben. 

Dann wird auf der rechten Seite die erste Zeile in ihrem ersten 
Elemente dem Werthe von D gleichkommen und in den andern 
Elementen allen dem Werthe Null; die zweite Zeile im zweiten Ele- 
mente dem Werthe von J) und in den andern der Null und so wird 
es mit allen den andern Zeilen gehen, ausgenommen nur die i-ie und 
j-te Zeile, in denen in guter Ordnung, wie folgt, die Determinanten 

(r 2 ■■■ m) (l r 3 ■■■ m) - - ■ (1 2 ■ ■ ■ )■) 
(s 2 ■■- m) (1 s 3 ■ ■ - »») ■ ■ ■ (1 2 ■ . . s) 

erscheinen werden, wenn wir mit dem Symbol 
(r 2 . . . .«) 

die Determinante andeuten, die aus den Spalten mit Ordnungszahlen 

r, 2, ■■■ m 
besteht und so fort. 

Die Entwicklung der rechten Seite wird nunmehr (da ja die 
Elemente D sämmtlich auf der Hauptdiagonale stehen) sich darstellen 
in dem Produkt 

Tj„_" |(l,2'.-* — l,r,i+ 1 ■-■m)(l, 2...J- l,r,j+ 1 ■■■)w) j 
'" '■\(l,2 - ■ -i - \,s,i ^ 1 ■ ■ ■ m) (1,2 . ■ -j - l,s,j + 1 ■■■m)\ 

Wenn wir daher mit der linken Seite vergleichen und den ge- 
meinsamen Faktor ö™— ^ unterdrücken, so erhalten wir eine Beziehung 
zweiten Grades in den Determinanten. Dergleichen Beziehungen er- 
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geben sich der Zahl nach {n — m\ ■ (w)^. Entsprechend erhält man 
ihrer (w — m)^ ■ (n\ dritten Grades und so weiter. 

Wenden wir nämhch beiderseits die symbolische Bezeichnnng an, 
die wir für die in Rede stehenden Determinanten soeben eingeführt 
hatten, 30 wird die gefundene Beziehvmg die folgende: 

(1, 2, - ■ ■ i - 1, r, i + 1, - - -i - 1, s, j + 1, - ■ ■ m) (1, 2, . . ■ m) = 
= (1, 2, ■ - - i - 1, »-, i + 1, ■ - - m) (1, 2, ■ ■ -i - 1, s,j + 1, - - . m) - 
-(l,2,---i-l,s,i+l,---m)il,2,--.j-l,r,j-^l,---m) 

Lassen wir nun die Werthe der Ordnungszahlen r, s unverändert, 
vertauschen aber die Stellen, in die wir sie einsetzen, das heisst, 
stellen wir uns vor, dass wir die r-ie Spalte nicht mehr an die ^te 
Stelle bringen, sondern an die h-te. Dann ergiebt sich diese weitere 
Gleichung; 

(1, 2,.-. 4-1, r,). + l,- -.i-l,s, j + l,..-m) (1,2, -■■».) _ 

— (1, 2, . ■ ■ 4 ~ 1, >•, 7i + 1, ■ ■ - m) (1, 2, ■ . ■ j — 1, s, j + 1, ■ ■ ■ «•) — 

— (1, 2, ■ . . 4 - 1, 1, 7i + 1, . ■ ■ 1») {1, 2, ■ ■ . j — 1, r,j + 1, ■ . ■ 1«) 
und 30 würde man aneh wieder eine andere Gleichung eriialten, ver- 
wandelte man dann h in It. 

Diese drei Beziehnngsgleichnngen entlialten nun alle dieselben 
drei Koeffizienten; 

(1, 2, ■ ■ • m) 
(1, 2, . . . i - 1, s, i + 1, ■ ^ . «.) 
(1,2, ...j-l,,-,j+l,... ,„) 

Betrachten wir einmal die Determinante 3-ter Ordnung, gebildet 
ans den neun andern Grössen, die in gedachten drei Gleichungen auf- 
treten. Diese Determinante mnss verschwinden, wie wir es im All- 
gemeinen zeigen werden, wenn wir uns mit der Lehre von den linearen 
Gleichungen werden zu beschäftigen haben. Übrigens würde man 
auch hier dies sogleich einsehen, wenn man die drei Gleichungen mit 
den algebraischen Komplementen der Elemente der ersten Spalte, die 
der genannten Determinante angehört, multiphzieren und dann die 
Summe bilden würde. 

Ziehen wir die Matrix der ersten m Spalten und der zwei andern, 
der r-fcen und der s-ten in Betracht nad deuten einfacher durch 

die Determinante an, welche aus dieser Matrix durch Tilgung der ß-ten 
und j3-ten Spalte gewonnen wird, so ergiebt sich, dass die Determinante 
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A,-j A,-, A,> 
A„ A,, A^. 

Al^ Aj., Ätr 

identisch Null werden muas. 

Dies Ergebniss findet sich im Beginn des Aufsatzes von Netto, Zwei De- 
terminantenaätze. (Act. matli. Bd. 17 8. 199 f.) 

Dasselbe kann auch leicht verallgemeiuert werden. 

Es ist eine wichtige Bemerkung, dase auf dem von uns ver- 
folgten Wege sich ein Ergebniss gewinnen lässt, welches von dem 
dort erhaltenen abweicht, das aber mit ihm eng verwandt erscheint. 

Wenn wir in der Gleichung zweiten Grades, von der wir aus- 
gegangen sind, anstatt die Kennziffer i zu verwandeln, r in h um- 
wandeln und in k, und dann dasselbe Verfahren anwenden, so erhalten 
wir eine Determinante der dritten Ordnung, die von der soeben nieder- 
geschriebenen verschieden ist. 

Betrachten wir die Matrix der ersten m Spalten mit Hinzunahme 
der weiteren Spalten srhh und bezeichnen mit A„^y# die Determi- 
nante, welche aus solcher Matrix bei Tilgung der Spalten aßyö her- 
vorgeht, so ergiebt sich: 

■ A;,Ai A/,M Aj„,i I 

I A,vir Af,i. Aj^tr j = 

I Aij.H A,-„s Aj>rk I 

Diese Gleichung lässt sich in einer Form darsteilen, die ihre 
Verwandtschaft mit der schon angeführten Nettoschen Formel besser 
erkennen lässt. Stellen wir uns nämlich eine Matrix vor, die aus 
allen den betrachteten Spalten gebildet wird, die sechs Spalten 
mit den Ordnunga zahlen i,j,s,r,hfJs ausgenommen und bezeichnen 
mit Aa^ eine Determinante, die man erhält, wenn man zu den (m — 2) 
Spalten jener Matrix die Spalten cc, ß hinzufügt, so nimmt die 
vorausgehende Determinante genau dieselbe Gestalt wie die Determi- 
nantrC von Netto an, nur dass den Elementen eine abweichende Be- 
deutung zukommt. Während nämlich bei der Determinante Nettos 
die Elemente Minoren sind, die eine Matrix von (m -j- 2) Spalten bei 
Tilgung zweier Spalten entstehen lässt, sind in unserer Determi- 
nante die Elemente Minoren, die einer Matrix von (m — 2) Spalten 
entstammen, indem zwei Spalten hinzugefügt werden. 

Mit Bezug auf den Inhalt dieses Paragraphen vergleiche man 
wiederum den oben am Ende von § 28 angeführten Aufsatz von 
Pascal, Ann. di mat. 18!)C in seinem § 2. 
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§ 31. Grundform der Eeaieliungen ewischen den Determinanten 

einer Matrix, 

An diese Erilrtemngea über die Beziehungen zwischen den De- 
terminanten einer Matrix sehliessen sieh solche au, die bei der Be- 
schäftigung mit der symbolischen Berechnung algebraischer Formen 
in n Veränderlichen vorkommen. 

Die Gleichungen, die wir gefunden haben, sind zum Theil vom 
zweiten Grade in den Determinanten, andere dritten Grades und so fort. 

Nun ist es von Wichtigkeit zu bemerken, dass sie alle auf eine 
einzige Grundform, die bezüglich der Determinanten vom zweiten 
Grade ist, sich zurückführen lassen. Die Gleichung, die man auf 
diese Weise erhält, pflegt man in der Lehre von der symbolischen 
Berechnung der algebraischen Formen eine fundamentale Identität 
zu nennen. 

Man sehe die Abhandlung: 

Pascal, Sopra le relazioni ehe possono sussistere ideaticamente fra forma- 
zioni simholiche del tipo invatiantivo nella teoria generale delle forme aJgehriche. 
Aco, Line. mem. ser. i. vol. 6 (1888) [375—387]. 

Wir wollen, wie oben, mit (i^ ig . - . im) die Determinante aus den 
Spalten der Ordnungszahlen \i^ . . .i,,, bezeichnen. 

Die allgemeine Beziehungsgleiehung, die auf einer der voran- 
gehenden Seiten (Siehe 8. 116) gewonnen wurde, lässt sich dann in 
dieser B"orm schreiben: 

!(*, 2---m){li, 3---m)-.-(12...i\) 

a)0■,...^„0(12...«)™-=i . 

,(i.2---m)(lu3.--m).--(12---i„.) 

Wir werden nun zeigen, dass alle Gleichungen dieser Hauptform 
sich mittelst gewisser anderer Beziehungen zweiten Grades bestätigen 
lassen, die man in folgender Weise erhält. 

Betrachten wir die Determinante von der Ordnung (m -\- 1), die 
wir mit dem zunächst zu beschreibenden "Verfahren herstellen. Wir 
wählen in der vorgelegten Matrix die Spalten mit den Ordnungs- 
zahlen i^ i^ . . . iiaim+i ans und bilden mit diesen die Matrix von 
m Zeilen und (»i -|- 1) Spalten, auf eine weitere letzte Zeile jedoch 
stellen wir die Determinanten von der Form: 












(•»+1 )i ;. • 
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wobei die Ordnungszahlen j^ jg . , . jm— i denen von (m — 1) andern, 
ans der gegebenen Matrix ausgewählten Spalten entsprechen (im Be- 
sonderen können einige der j einigen der schon herangezogenen i 
gleich sein). Die auf diese Weise dai^eatellte Determinante ist iden- 
tisch Null, weil ja augenscheinlich die Elemente der letzten Zeile 
ein und dieselbe lineare Verbindung aller entsprechenden Elemente 
der parallelen Zeilen vorstellen. 

Entwickeln wir diese Determinante nach den Elementen ihrer 
letzten Zeile, so ergiebt sich also 

l) 2+ (i, "■> - • •-) (i.+. J. J. ■ ■ -i— .) - 

worin sich die Summation über alle zyklischen PeiTnuiationen der 
Zahlen ?j j^ . . . i^ im+i erstreckt and das Zeichen der verschiedenen 
Glieder zu wechseln ist oder nicht, jenachdem m ungerade ist oder 
gerade. 

Um leichter verstanden zu werden, woUen wir die Elemente 
% ig ... ip, »Bi+i zyklisch wechselnde nennen, die andern aber feste 
Elemente. Wenn die festen Elemente sämmtlich verschieden sind 
von den zyklisch wechselnden, so enthalt Formel h) {m -{- 1) 
Glieder. Wenn r feste Elemente gleich ebenso vielen zyklisch 
wechselnden Elementen sind, dann verschwinden r Glieder der all- 
gemeinen Formel und es bleiben demzufolge nur {m — r -{- X) Glieder 
übrig. 

Seitsamer Weise hat Fürstenau sich genöthigt gesehen, eine 
ziemlich lange Beweisführung dieser besonderen Identität zu widmen, 
während er doch von der allgemeinen Identität seineu Ausgang nahm. 

Fürstenau, Beiträge zur Theorie der Determinanten. Joum, f. Math.. 
Bd. 89 (1880) [86—88]. 

Mit Hilfe dieser fundamentalen Identität vom zweiten Grade 
kann mau nun alle im Vorangehenden aufgeführten Identitäten dar- 
stellen; man kann nämlich zeigen, dass von derselben alle die andern 
herstammen, 

Setsen wir im Besondern voraus, 

h h " ■ ■ Jm— 1 
wären gleich den 



Dann werden (m — 2) Glieder in b) versehwinden, da ja in ihnen 
Determinanten mit zwei übereinstimmenden Spalten auftreten. Es 
bleiben nur drei Glieder nämlich: 



y Google 



ä 31. Grundform für die Beziehungen der Determ, i 



123 



) (•.+! ii h 


■ ■ i.^.) + 


l) (im-l h h 


■ ■ >..-,) + 


) (•. h h 


■ ■ ..-.) - 




,2,.\.m setzen und 



(h h ■ 
+ (%%- 
+ ihh- 

WeiLQ wir 

lassen die Ordnungszahlen im+iji auf jede mögliche Art wechseln, 
so ergeben sich Gleichungen, die nichts andres sind, als eben die Be- 
ziehungen vom zweiten Grade, die man aus der allgemeinen Formel a) 
gewinnt. Wirklich war ja oben (am Anfang von § 30) gezeigt worden, 
dass die Beziehungen zweiten Grades aus a) hervorgehen, wenn nur 
zwei der Zahlen i^i^ ■ ■ -im von den 1, 2, ... m verschieden sind. Man 
erhält dann auf der rechten Seite den Faktor {1, 2, . . . w)"*""^ und 
wird dieser Faktor gestrichen, so ergeben sich genau die Beziehungen 
der eben verzeichneten Art. Wir wollen nun au aolchen Gleichungen 
dritten Grades übergehen. Sie entstehen aus a), wenn drei der Ord- 
nungszahlen ij^i^ .. . in von den 1, 2, ... m verschieden sind. 

Von diesen wird die eine beispielsweise: 

(1, 2, ■ ■ ■ ^„,_a V-i in.) (1, 2, . ■ ■ m)* = 
(l,2,---i,_s;,w--l,m) (l,2,-.-m— 2,i,_a,)M) (l,2,--.m— 2,m— l,u_s) 
= ll,2,-i„,-i,m—l,m) {l,2,---m—2,i^i,fn) {l,2,"-m-2,w»— l,j",„_i) 
{1,2,-in ,m — l,ni) (1,2,- -^—2,»^ ,m) (l,2,---m— 2,m— l,i™ ) 

Wir wollen diese Determinante nach den Elementen ihrer letzten 
Spalte entwickeln und dabei Bedacht nehmen auf die mit der zuletzt 
hingeschriebenen verwandten Beziehungen. 

Die Minoren zweiter Ordnung," die in den zwei ersten Spalten 
dieser Determinante enthalten sind, sind beziehungsweise gleich: 

-f (1, 2, ■ ■ ■ ;„,_a i^_i m) (1, 2, ■ ■ ■ m) , 
— (1, 2, . ■ ■ 4.-2 4, m) (1, 2, ■ ■ - m) , 
+ (1, 2, ■ - ■ 2„,_i i„ w,) (1, 2, ■ ■ . m) 

und daher entsteht, wenn wir den gemeinsamen Faktoi 
tilgen, diese Gleichung: 

(1, 2, ■ • ■ i._, i.-, i.) (1, ä, . 

- (1, 2, ■ . ■ j„_, i._, «i) (1, 2, ■ 
+ (1, 2, . ■ . i._, i, .») (I, 2, ■ 

— (1,2, ■■■;.-,>„ m) (1, 2, ■ 
die man auch aus b) darstellen kann, indem man setzt: 



(1, 2, ■ ■ 



2, 


m 


— 1, 


m 


)- 




2, 


m 


— 1, 


i. 


) + 




2, 


m 


— 1, 


im- 


.)- 




2, 


m 


— 1, 


i,.- 


.) - 
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ii = 1, ■ ■ ■ im-s = ni — i), Jm+i = m 

Demgemäas wird sich auch nachweisen lassen, dass das Nämliche 
für die Gleichungen 4-teii Grades eintritt, die in der Formel a) ent- 
halten sind, und daher gilt der Satz: 

Im Allgemeinen sind alle Formeln der Gattung a) immer 
auf Formeln der Gattung h) (fundamentale Identitäten) 
zurückfflhrbar, dergestalt dass schliesslich in solche die 
sämmtlichen zwischen den Minoren einer rechteckigen Matrix 
vorhandenen Beziehungen umgewandelt erscheinen. 

Eine Untersuchung üher eine sehr grosse Zahl der aus jener 
Gattung b) hervorgehenden Identitäten findet sich bei Hunyady. 

Huajady, Über einige Determi»anteiiBätBe. (Magyarisch.) Budapest firtek. 
Bd. 9 (1882) Kr. 10 [1—19]. 

Hunyady, Über einige Determinantengleicliungen , welche mit verschie- 
denen Abhandluagen von Hesse und Cajley in Zueammenhang stehen. Journ. 
f. Math. Bd, (I4 (1883} [171—178], 



% 32. Beziehungen zwisoben. den Determinanten, die aus denselben 
Elementen gebildet sind. 

Verwandt mit der Untersuchung des vorigen Paragraphen ist die, 
welche den Inhalt des hier beginnenden ausmacht. 

Mit denselben m* gegebenen Elementen lassen sich n^] Determi- 
nanten der Ordnung n herstellen. Unter diesen sind einige dem 
absoluten Werthe nach einander gleich, nämlich alle die, welche aus 
einander hervorgehen, wenn man die Zeilen oder die Spalten unter 
sich vertauscht. 

Wir werden hier Lehrsätze behandeln, die von Bagnera und von 
Pascal gefunden sind. Sie betreffen Beziehungen zwischen Determi- 
nanten, die verschieden sind, aber aus denselben Elementen dargestellt. 

Bagnera, Sopra i determinanti que si poseono formare cogli st«ssi «* 
elementi. Giom. di Batt. vol. 25 (1887) [228—2311. 

Pascal, Sopra le relazioni fra i determinauti lormati coi medesimi elementi, 
Ist. Lomb. Eendic. ser. 2 vol. 29 (1896) [436—438]. 

Es sei die Determinante w-ter Ordnung aus den Elementen «,_/ vor- 
gelegt. Vertauschen wir auf jede mögliebe Weise die Elemente der 
i-ten Zeile, so ergeben sich n\ verschiedene Determinanten. Ist nun 
A eine von diesen und A^» eine andere, die man aus A gewinnt, wenn 
man zwei Elemente der i-ten Zeile, beispielsweise a^ und an mit 
einander vertauscht, so kann man leicht einen Ausdruck für die 



y Google 



§ 32. Lehrsatae von Bagueia. 125 

Differenz von A und A;j,. angeben. Es genügt mimlieh dazu die Be- 
merkung, dass man bei Entwicklung von A nach den Eleinenten der 
j-ten Zeile erhält: 

A = il -j- aijAij + aikAik 

Hierbei sind mit Aij, An die algebraischen Komplemente jener Ele- 
mente der i-ten Zeile benannt und durch ß ist die Gesammtheit aller 
äbrigen Glieder angedeutet. 

Man erhält dann: 

Ajt = ß + au^Ais + at^Aii, 
und daraus 

A-A,..-(.,,-«,.)(A,~A.) 

Wenn man hier j, h auf alle {n\ möglichen Arten in dem Be- 
reich der Zahlen 1 . . . w wechseln lässt und alle diese Gleichungen 
multipliziert, ao ergiebt sich: 

jj (A - ij.) - 77 (o„ - «,,) YI (A, - A>) 

Das Symbol J] erstreckt sich hier augenßillig auf (w)^ Faktoren. 

Wählen wir nun als Ausgangspunkt unserer Betrachtung nicht A, 
sondern eine andere von den n\ Determinanten, die aua A mittelst 
einer beliebigen Permutation der Elemente der ^-ten Zeile hervorgeht, 
zum Beispiel J), so erhalten wir 



/7( 



auf entsprechende Weise ausgedrückt, das heisst, abgesehen vom Vor- 
zeichen ergiebt sich die Gleichheit der beiden linken Seiten 

J7 (A - A,,) - + 77 (2) - B„) 
u * j, * 

Damit ist der Lehrsatz gegeben: 

Bildet man n\ Determinanten, indem man in vorgelegter 
Determinante auf jede mögliche Weise die n Elemente einer 
beliebigen Zeile mit einander vertauscht, wählt dann eine 
derselben aus und stellt alle (n)^ Differenzen her zwischen 
ihr und den aua ihr durch Vertauaehung nur zweier ein- 
zelner Elemente abgeleiteten Determinanten, so ist das Pro- 
dukt von allen diesen Differenzeu konstant, wiewohl die 
Determinante, die man zu Anfang ausgewählt hat, eine ganz 
beliebige sein mag. (Bagnera.) 

Demselben Verfasser verdanken wir auch diesen weiteren Lehrsatz: 
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Bildet man nl Determinanten, indem man in vorgelegter 
Determinante auf jede mögliehe Weise die n Elemente einer 
Zeile Yertauscht, wählt {n -{- 1) unter ihnen aus und führt 
dann bei jeder von diesen Determinanten auf die Elemente 
der betreffenden Zeile n ähnliche Substitutionen aus, so 
wird die Determinante von der Ordnung (n -\- 1), deren Ele- 
mente die Ergebnisse gedachten Verfahrens sind, gleich Null. 

Bezeichnen wir mit An A/s ■ ■ ■ Ai„ die algebraischen Komplemente 
der Elemente der i-ten Zeile. 

Die Elemente an ...«;« der i-ten Zeile imterwerfen wir (n -\- 1) 
Substitutionen, wir erhalten damit {n -f- 1) Pennutationen dieser 
Elemente. Solche Pennutationen sollen angedeutet werden durch 
Pii Pi2 ■ ■ ■ -^1, ti+i "Jid jeder von ihnen wird eine Determinante 
Ap^j entsprechen. (A = 1, 2, . . . »i -|- 1) 

Wenn wir auf die P wiederum ähnliche Substitutionen anwenden, 
so erhalten wir andere (w -j- 1) Permutationen, die man mit Ps;, be- 
zeichnen kann und so weiter. 

Es seien 



die Elemente r(/i.,.«i„, gemäss den Permutationen Pj^ 
vertauscht. 

Die Determinante 



1«. + !,.-.. «„ + !,„ ÜP,^„^, 

ist Null, weil die Elemente ihrer letzten Spalte dieselben linearen 
Verbindungen der Elemente der übrigen Spalten darstellen. 

Wenn wir gleicherweise 

A^,, ... ^P,_^^, 
in Betracht ziehen, so erhalten wir eine gleichartige Determinante, 
worin die ersten n Spalten, abgesehen von ihrer Anordnung, dieselben 
sind, da sie nämhch aus jenen mittelst einer ähnlichen Substitution 
sich herleiten lassen, die sieh jedoch auf die ersten n Elemente der 
Zeilen bezieht. 

Nennen wir also 
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§ 33, Untersuchung Pasoale. 127 

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte 
in yorausgehender Determinante, so erhalten wir die identischen 
Gleiehnngen : 

Ä^Ap,, -I- . . . + A,+i Ap,_ „^, = 
A,A,,,, + --. +A„+iAp,^„_^, =0 

rmd diese Gleichungen zeigen, dasa die Determinante der A iden- 
tisch, versehwindet, weil die Elemente einer Spalte dieselben 
linearen Verbindungen aus denen der parallelen Spalten sind. 

Diese beiden Lehrsätze liefern zwei Hauptformen von Beziehungen 
zwischen solchen Determinanten, wie man sie durch alle möglichen 
Vertauschungen der Elemente einer Zeile innerhalb einer A'orgelegten 
Determinante darstellen kann. 

Jedoch können wir Formen von Beziehungen auffinden von einer 
noch allgemeineren Art. Wir sondern zu diesem Zwecke die Matrix 
der ersten (n — 2) Spalten aus. Es mögen dann k «' cc" drei Spalten 
sein, die man aus der (n — l)-ten durch Vertauschung der Elemente 
nach drei verschiedenen Weisen erhält und mögen ß ß' ß" drei Spalten 
sein, die unabhängig davon aus der ^^-ten hervorgehen, wenn man 
ihre Elemente auf dreifeche Art vertauscht. 

Deutet dann A(,j« auf die Determinante hin, die gewonnen wird, 
wenn man mit den (w — 2) ersten festen Spalten die Spalten k, ß 
vereinigt, so ergiebt sich die bekannte Beziehung (Siehe § 30) 

I A„^ äafi- A„j9" 

1 A„.^ A..^. A„-^.. = 

I A„-^ d,„y A<,-ji" 

Es stellt sich hierin eine Beziehung dar zwischen den Determinanten, 
die man aus einer gegebenen gewinnt, wenn man die Elemente einer 
Spalte und desgleichen die Elemente einer zweiten Spalte unter ein- 
ander vertauscht. 

Man würde auf diese Weise andere Beziehungen herstellen können 
zwischen Determinanten, die ihren Ursprung der Vertauschung von 
Elementen innerhalb dreier Spalten verdanken. Aus so gestalteten 
Beziehungsgleichungen lässt sich für den besonderen Fall die Gleichung 
vom Grade (w -[- 1) zwischen den Ap^. herleiten, die wir oben ge- 
wonnen haben. Wir werden uns hier nicht bei Einzelheiten derartiger 
Betrachtungen aufhalten. Man sehe dicabezüglieh 

Pascal, iKt. Lomb. Eend, 1896, 
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128 Theil 11: § 33. Determmante von Vandetmonde (Potenz determin ante). 

g 33—45. Berecliimng von Determinaaten mit besoaderea Eileinenten. 
g 33. Die Determinante von Vandermonde oder Oauehy und ihre 

Verallgemeinerung . 

Wir byt rächten die Determinante 



Augenscheinlich liefert ihi-e Bntwickelung einen rationalen ganzen 
Ausdruck in den a. Für a,- = aj werden zwei ihrer Reihen identisch 
und mithii: wird sie seibat Null. Also ist aie durch («,■ — Uj) theil- 
bar. Da man i,j und zwar jedes auf «-fache Weise sich ändern lassen 
kann, so erhält man im Ganzen -\n{n — 1) in diesem Betracht mög- 
liche Differenzen und die Determinante D ist stets durch eine jede 
von diesen theilbar. D muss also als Faktor enthalten dies Produkt: 



(«. - 



(«! — «s) ■ 






Man sieht leicht, dass der andere Faktor nur eine Konstante sein 
kaun. Dieses Produkt ist nämlich in Rücksicht auf jedes der « vom 
Grade (n — 1) und die Entwicklung der Determinante ist mit Bezug 
auf jedes a genau desselben Grades. 

um die Konstante zu berechnen, genügt es seine Aufmerksamkeit 
dem Koeffizienten des Gliedes; 

«g «s «1 ■ • ■ al~ 
zuzuwenden, das aus den Elementen der Hauptdiagonale entspringt. 

Dieses Glied gewinnt man aus dem oben niedergeschriebenen 
Produkte, wenn man die zweiten Bestandtheile aller der Binome mit 
einander multipliziert. Es ergiebt sich dann der nämliche Ausdruck 
mit dem Koeffizienten 



(- 1)' 



-(-!)* 



D-(-~lf"-^'JJ(a,^a,) (i<j). 



y Google 



§ 33, Verallgemeinerte Vandermondeschc Determinante. 129 

Wir deuten mit dem Symbol JJ das Produkt aller Differeazen der a 
an und meinen, dass hierbei stets i -Cj sein soll. 

Wenn man die a als die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
vom Grade n sich vorstellt, ao wird D die Quadratwurzel der soge- 
nannten Diskriminante der Gleichung. Man pflegt D auch die 
Determinante der Wurzeln einer Gleichung zu nennen. Auch 
heisst sie Potenzdeterminante oder Determinante von Cauchy. 
Der letztere Verfasser stellte über sie Betrachtungen von uneinge- 
schränkter Gültigkeit an, während Vandermonde sie für einen be- 
sonderen Fall untersucht hatte. 

Man vei^leiche: 

Jacobi, De functionibus altemantibua earninque divisione per productum 
e differentiis elementonim conflattun. Joui-n. f. Math. Bd. 22 (1841) [360—371], 
wieder abgedruckt in Jaoobi, Gesammelte Werke, Berlin 1884, Bd. 3 [441 — 452]. 
(Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Sfickel iu Ostwalds Klassikern der 
exakten Wissens ob aften N. 77.) 

Balt7.er, Det, 1881. 8. 85 Änm. und die Anmerkungen Stäckels zu Artikel 1 
des Jacobischen Aufsataes in der soeben angezigenen deutsi-ben Ausgabe. 

Wir bilden nun das Quadrat der Detemunante Vandermondes. 
Bezeichnen wir im Allgemeinen mit Sp die Summe der gleichen Potenzen 
der a, ao dass also 

Sj, = a^p + a/ -\- ■ ^ap 
so ergiebt sich, dass gedachtes Quadrat gleich ist 



also gleich einer Hankeischen Determinante. (Siehe § 19.) 

Man kann eine weit allgemeinere Determinante, als die von 
Vandermonde, auf folgende Art zur Untersuchung stellen: 

In der von uns behandelten Determinante haben die auf einander 
folgenden Zeilen zu Elementen der Reihe nach die Potenzen von n 
Grössen n^, a,^, . . . a„. 

Wir wollen im Gegensatz hierzu eine Determinante bilden, bei 
der die Elemente der auf einander folgenden Zeilen beliebige Potenzen 
von n Grössen darstellen. Dem entspricht zum Beispiel die Zusammen- 
setzung der nachstehenden Determinante: 
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130 Theil H: § 33. ' Verallgemeinerte Vaudecmondesche Determinante. 

Es scheint liier nicht die geeignete Gelegenheit, bis ins 1 
auf die Behandlung solcher Determinanten einzugehen; wir werden 
uns auf eittige besondere Fälle beschränken. Wir wollen einzig an- 
merken, dass dieselben sich mittelst der sogenannten vollständigen 
homogenen Funktionen der n Grössen «j . . . «„ und vom Grade r 
ausdrücken lassen. Man gelangt zu diesen Funktionen, wenn man 
die r-te Potenz der Summe jener Grössen entwickelt und an Stelle 
der Zahlen-Koeffizienten, die in dieser Entwicklung auftreten, die 
Einheit einsetzt. 

Diese Funktionen erhielten durch Wronski, der über sie eine 
Untersuchung durchgeführt hat, den Namen der Funktionen Aleph. 

(Vergl. Dickstein, Sur les döcouvertes math^maticiaes de WronBti. Bibl. 
math, 1892. Neue Folge 6 [48—62, 86—901 S. 85 ff,) 

Yahleu iaEncjcl. d. matli. Wiss. IB Sb. Symmetrie che Funktionen, Art. 12. 

Schriften, die man bezüglich der hier berührten Aufgaben ein- 
sehen mag, sind: 

Bovchatdt, Über ein die Elimination betreffendes Problem. Akad. Berlin, 



r Interpolation entspreotende Darstellung der 
Eliminatior^-Iteauitante. Joum. f, Math. Bd. 57 (1860) [111—121], wieder ab- 
gedrnckt in Borchardts Werken [133—144]. 

Borchardt, Über eine Interpolationsformel für eine Art symmetrischer 
Funktionen und über deren Anwendung. Akad. Berlin. Abb. 1860 [1^20], wieder 
abgednickt in Borchardts Werken [163— 172 J. 

Trudi, Intorno ad un determinante piü generale di queUo delle radici 
delle eqnaaioni, ed alle funzioni omogenee complete di queste radici. Giiom. di 
Batt. vol. 2 (1864) [163—158, 180—186]. Dieser Aufsatz findet sich mit fast dem 
gleichen Titel in Aoc. Nap. Read, anno 3 (1864) [121-134]. 

Stern, Über einen Sata ans der Determinantentheorie. Journ. f. Math. 
Bd. 66 (1866) [286—288], 

Eubini, Su talune formole relative a determinanti. CKorn. di Batt. vol. 4 
(1866) [187—192]. 

Saegelsbacb, über eine Elasse symmetrischer Funktionen. Zweibrücken 
1871. Gynm. Progr. 

Fiore, Dimostrazione d'nna trasformazione di determinanti. Giorn. di 
Batt. vol. 10 (1872) 8. 170. 

Naegelsbaeh, Studien zu Füratenaus neuer .Methode der DarsteOung und 
Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determinanten der 
Koeffizienten. Arch. d, Math. 59. Th. (1876) [147—192]. 

Garbieri, Nuovo teorema algebrico e sua speciale applicaaione ad una 
maniera di studiare le cnrve razionali. Giom. di Batt. vol. 16 (1878) [1 — 17, 
108—147]. 

Crocohi, Sopra le funzioni Aleph e il determinante di Cauchy. Giom. 
di Batt. vol. 17 (1879) [218—231]. 

Del Ee, Relazione tra due determina^iti, Giorn. di Batt, vol. 19 (1881) 
8. 116, 117. 

BesBO, Di afcune proprietä dell' equazione differenziale lineare omogenea 
del second' ordine, e di alcune equazione algebriche. Acc. Line. mem. aer, 3, 
vol. 14 (1882—83) [14—29]. 

Marcolongo, Generalizza-zione di un teorema sui determinanti. Giorn. 
di Batt. vol. 25 (1887) [298-303]. 
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§ 33 ^ ''lall^eniemeite Vanleimiiiibschp DetPi min inte 131 

Anglm TheoiPmes sm les detbrinmant-' bull soc luath de Fi ^ol 1 
(1S87) [120—129] 

Loria Hota su una classe di determmanti Ginm di Batt ol 26 (188Ö 
IS29— 3331, 

wiB schon 



a wichtigste rigeaschafti 



Die beiden letzten Terfassei stellen tls i 
von Anderen lorher gefinden woiden war 

Studniüka Übe Potenz detenmnmten und deie 
Böhm. Ges Ber 189b No "2 

Stadniüka Beitiap, /ur Theorie der Potenz und Kombinat onsleteimi 
nanten. Böhm Ges Ber 189i Ho 1 und Neuer Beitiag ebenda I8d7 & lt. 

Borohirdt Stern i a imd Andere beschäftigen sich mit einer andern 
Art der Verallgememerung dei Determinante lon Cauchy 

Der Lpaei möge nberdies auch die Schriften aber Determinanten vcii 
Günther, Scott, Biltzei ind Anler n euiophen Günther Det 1877 S 69 
Scott, Det. 1880. chap. 9 [115—128], Baltzer, Det. 1881. § 10 [85—109], 

Zunächst leuchtet vor Allem ein, dasa die oben gekennzeichnete 
allgemeinere Determinante durch das Produkt der gegenseitigen Diffe- 
renzen aller der Grössen a theilbar ist; daraus sehliessen wir also, 
dass sie durch die Determinante Z> von Vandermonde theübar ist. 
Wir heben nun den besonderen Fall hervor, man habe aus der De- 
terminante Vandennondes eine Zeile (die mit den r-ten Potenzen der ii) 
weggenommen und dort die Zeile mit n-ien Potenzen der a eingesetzt. 

Man erhält hiermit die Determinante: 



1 






Offenbar muss E theilbar sein durch IJ, also: 

wo Q nothwendig eine ganze Funktion der Elemente ist. 

Bezeichnen wir mit Cj Cg . . . c„ die einfachsten symmetrischen 
Funktionen der n Grössen a, also die mit abwechselnden Vorzeichen 
versehenen Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln die a sind, so 
sehen wir deutlich, dass identisch sein muss: 









:0 
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132 



§ 34. Determinanton aus Binomialkoeffizienton. 



Wenn man daher die Werthe you a" a^" . . . Oin" , diö man hieraus 
erhältj in die Determinante ü einführt, so ergiehfc sich eine Determi- 
nante, deren Elemente in der (r + l)-ten Zeile Polynome sind, die 
mithin in ein Aggregat einer gewissen Anzahl Determinanten mit 
eingliedrigen Elementen zerfallt. Diese Determinanten sind, mit Aus- 
nahme von einer, alle Null, weil sie zwei parallele identische Zeilen 
enthalten. Es verschwindet aber im Gegentheil die Determinante 
nicht, in der die r-ten Potenzen der a vorkommen. 
Man erMlt demnach 

Der Quotient: B, getheilt durch D hat mithin den Werth 
(— iy'-''-^Cn—r, stellt sich also dar als die Summe derjenigen Pro- 
dukte der Grössen », woiin jedesmal {n — r) von ihnen vereinigt sind. 



\ 34. Determinanten, die aus Binomialkoefflaienten gebildet sind, 
Determinante von Zeipel. 

Man erkennt leicht, daas die Determinante: 
1 1 .-- 1 

{m\ (m + 1\ /'w + ii\ 

uj \ i )" \ 1 ) 



C'+ro (•"+")■■■(' 



m -\- 2n — 1 



den Werth 1 besitzt. 

Denn zieht man von jeder Spalte die vorausgehende ab, so er- 
hält mau eine Determinante derselben Gestalt, aber von niederer Ord- 
nung. Also wird unsere Determinante der abniichen von der zweiten 
Ordnung gleichkommen, nämlich: 



1 



1 



l(T)C"tVi 



und diese ist gleich 1. 

Desgleichen besitzt den Werth + 1 die auf folgende Weise aus 
Binomialko effizienten gebildete Determinante: 
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rm + n\ /m + n+l\ ,, /2m + m\ 
/m + M -j- 1\ /m + « + 2\ _ /'2m + w + 1\ 

/■2m + ra\ /2m + w + 1\ _ /5m + «A 

Sie ist eine Determinante der Art, wie aie von Hankel unter- 
sucht wurden, und ihr Werth lässt sich mit Hilfe der Lehrsätze, die 
wir seiner Zeit abgeleitet haben, finden. 



Die Determinante von Zeipel wird auf folgende Weise dargestellt: 

(") (ji + l) ■ ■ ■ (j. + r) 
/)» + 1\ {m + 1\ (m+ 1\ 

\ P ) \p+y \P + ') 

ZeitieJ, Om determinantcr, hvara elementer äro BinoiaialkoSffi.cienter. 
Lunds Univ. Arsskr, t. 2, 1865 {Act. Uaiv. Lund. 1865. 3. Nr 2.) [1—68] S. 4tf. Man 
sehe aucli Günther, Det. 1877. S. SOff. Scott, Det. 1880. chap. 6. art. 21, 27— 30. 

Beachten wü-, dasa die Elemente der ersten Zeile zum gemein- 
samen Faktor m haben und die Elemente der ersten Spalte des- 
gleichen (1 '.p). 

Stellen wir diese Faktoren voran, so wird das erste Element 



m — J\ 

1,^1) . 



So können wir die entsprechenden gemeinsamen Faktoren bei den 
Elementen der andern Zeilen auch loslösen und voransetzen, und 
gleicherweise bei den Spalten. 
~ ' t sieb demnach; 



' p(j>+ i) ■■■ (p + r) 



(m-i\ ., /■ ».-1 A 
(m -\- r — 1\ 



(m -^ r — 1\ 
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134 



Theil II ; § 34. Detennmante v 



1 Zeipel. 



und der aweite Faktor ist hier wiederum eine Determinante genau 
derselben Form, wie die, von der wir ausgingen, mit dem einzigen 
Unierscliiede, dass m in (m — 1) und p in. (ji — 1) verwandelt sind. 
Fahren wir mit dieser Behandlung fort und beachten, dass 






• (m -{- r) 



('+0 

so ergiebi sich zum Schluss; 

\ ) ■■■ \ r ) 

(•""^'+0 ■■■('""?+'■) 

Nun gewinnen wir für diese letztere Determinante aus unserer 
Erörterung zu Beginn di^es Paragraphen den Werth 1, also erscheint A 
einzig mittelst des vorher aufgezeichneten Ausdrucks in den Binomiai- 
ko effizienten dargestellt. 

Eine andere aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinante ist 
von Studnicka behandelt worden. 

Es ist die i 



C?) (T) 1 

6) (?) (T) 

{in\ ( m \ ( in \ 

\k) \k-l) \i-V 







(T) 
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g 34. Determinante v 



r+r^) 



Studnicka, Notiz über einige Determinanten, in welchen Binomialkoefö- 
aiauten als Elemente auftreten, Böhm. Ges. Ber, Jahrg. 1879 N", a8 [292—296]. 

Noch eine weitere ähnliche Determinante behandelte Studnicka, 
nämlich: 



(») -1 . 

/m\ (m — 1\ 1, 

\3) \. 2 ) 

G+i) Tä ) {7c ~i) ■ 










Ihr Werth ist Jcl^a, wenn man unter ^Ck die Summe der Pro- 
dukte zu je k Faktoren der Zahlen l, 2, . . . (n — 1) versteht. 

Studnicka, (Jher eine neue Formel der Kombinatorik. Böhm, Ges. Ber. 
Jahrg. 1879 N, 29 [295-298], 

Über diese aus Binomialko effizienten gebildeten Determinanten 
hat man, ausser den angeführten Arbeiten, noch einzusehen: 

Janni, Nota buUo BvUuppo di un determinante, (Eine gesondert erschienene 
kleine Schrift, yergl. Bull, di bibl, e di stör, Bonc. t. 11. 1878. S. 396.) 

Stern, a. a. 0. Siehe oben 8. 130, Journ. f. Math, Bd, 66. S. 287f. 

Caldarera, Su talune proprietä dei detemünanti, in ispecie di quelli a 
matrici composte con la serie dei numeri figHrati. Giom. di Batt, vol. 9 (1871) 
[223—232]. 

Bonolis, Sviluppi di alcuni determinanti. Giorn. di Batt, toI, 15 (1877) 
[113—134], 

Stern fand neben Anderem diese Formel; 



1 



(T) 






1 



if) 
(-) 
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Bernoiilliache imd Eulerscbe Zahleu. 



WO D die Determinfiute Cam 
Grössen x. x^ . . . 



ausdrücken soll, diese 
(Siehe § 33.) 



Die Zahlen Bernoullis und Eulers, 
dargestellt. 



durch Detenainanten 



Mit Hilfe YOn Defcerminanben, die aus Biaoniialkoeffiaieiiten ge- 
bildet sind , kann man die sogenannten Bernonllisclien und 
Enlerschen Zahlen daretellen. 

Wir wollen setzen 



ts 



-2^ 






heissen die Zahlen: 



'"(2^"'_l)'' 



le Bernoullische und Eulersche Zahlen. 

Bedient man sich der Eekursionsformeln, die für solche Zahlen 
bestehen (Siehe des Verfassers Repertorium der höheren Mathematik I. 
Leipzig löOO. Kap. 18, § 3,), so kann man für sie eine Darstellung 
durch Determinanten finden. 

Und zwar ergiebt sieh: 



ft. - (- 1)- 



(i) 







(Ö 






(im — l\ . 
\2m — i) 
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§ se. Determinanten au 


s Fakultäten, 


1 





ö) ^ ■ 





® © ^ 





ev^)rr^)- 


■'•e:i!) 1 


er) er) ■ 


■■ (2«. -4) (2.» -2) 



über diesen Gfegenstand vergleiche man: 

Scherk, Von don numeriaehen Coefäcienten der SecantenreOie, ihrem 
ZuBammenhange und ihrer Analogie mit den Bernoiilli8clieii Zahlen. Matte- 
matiBche Abhandlungen. Berlin 1826. I. S. 1—30. 

V. Staudt, De numeris Bernoulliams, Erlangen 1845. 

Schlömilch, Nene Pormeln zur independenten Bestimmung der Sekanten- 
und TangentenkoefflEienten. Arch. d. Math. 10. Theil. (1851) [411—418]. 

Naegeläbach, Zur independenten Darstellung der Bernoullisehen Zahlen. 



mat. eer. 2 t, 8 (1877) [56—79]. 

Günther, Det. 1877. S. 101 f. 

Saalachütz, Vorlesungen iiber die Bernoullisehen Zahlen. Berlin 1893. 

HausBner, Zur Theone der Bernoullisehen und Bulerschen Zahlen. Ges. 
d. Wiss, Göttingen Nachr. 1893 [777—809]. 

HausEner, Independente Darstellung der BemouUischen und Eiilerschen 
Zahlen durch Determinanten. Zeitschr. f. Math. 39. Jahrg. (1894) [183—188]. 

Für dieselben Koeffizienten lässt sieb auch eine Ausdrucksform 
angeben mittelst Determinanten, die aus Fakultäten gebildet sind, wie 
wir im folgenden Paragraphen zeigen wollen. 



§ 36. Determinanten, aus Fakultäten gebildet. 
Die Determinante 

i 1 ... 



hat den selir oini'achen Wertli 



1 
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Theil 11: § 37. Determinanten aus Wurzeln der Einheit. 



Hierüber kann 


man 


einsehen: 


D'Ovidio, Due teoremi di determinanti. G 
So wird aueli: 










1! 







2 2! 







3 3.2 




3! 



i. di Batt. Tol.l (1863) [135—139], 



1 = A^Hol!2!3! - 



1 >i n{ti — 1) n(n--l){H — 
indem man untei A u,, die Difteieiiz «-ter Ordnung der (m -j- 1) 
Glossen Uf, % h„ Yersteht 

Janni Algebra Napoh 1876 S 23 

Mit Hilfe Ton DetermmiEten aus Fakultäten lägst sich noch eine 
Darstellung der im toi ausgehenden Paragraphen besprochenen Zahlen 
Bemonllis und Euleis geben Mau erhält: 



1 



= {2 m)! 



B,^^(^ir+\2n; 



my. (am -2)! {2m - 4)1 



Mau sehe: 

Glaisher, Espresaio 
numberfi as determinants. 
determinants) Mess. of m 
vol. 8 (1879) [168—167]. 



(2m + 1)! (2m)! (2m - 1)! 

13 for Laplaces coefflcients, Bemoullian and Euleriaii 
(Mit Fortsetzungen unter dem Titel: On a class oi' 
,tli. vol. 6 (1877) [49—63], vol. 7 (1878) [160—165], 



% 37, Determ.inan.ten aus Wurzeln der Einheit, besondere Systeme. 
Es sei eine zyklische Determinante Torgelegt, gebildet aus den 
w-ten Wurzeln der Einheit (n als Primzahl gedacht). Ist a eine n-te 
Einheitswurzel und r eine sogenannte primitive Wurzel der Zahl n, 
so sind: 



y Google 



j 37. Determinaiiteii aus Wurzeln der Einheit, aus Blemeutea und 1, 139 



die sämmtlichen n yerschiedenen Wurzeln der Einheit. 
Wir bilden die Determinante: 



Diese DetermiBante ist von Stern untersucht worden. 

Stern a, a. 0. Siehe oben S, 73, Joum. f. Math. Bd. 73 (1S71) S. 378 ff. 



SO findet sich der Werth der Determinante Ä gleich 



wenn 
oder gleich 



n = im -\- 1 



Wir betrachten nua Determinanten, die einzig aus den Elementen. 
1 und — 1 zusammengesetzt sind. 
Die folgende 

-1 -1 — 1 +1 +1 ■■■ +1 j 
-i -1 •■• +1 +1 +1 — li 



+ 1 ■ 



-1 



+ 1.1 



ist eine zyklische Determinante, in der ^ Elemente (2'<^w) der ersten 
Zeile den Werth — 1 haben und die übrigen (n ■ — p) gleich -f- 1 siud. 
Sie wurde erörtert von Catalan, und ihr Werth ist: 

Catalan, Recherehea sur les determinants. Acad, de Belg. Bull. t. 13, 
lä Partie. (18i6) [534—565]. 
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Nehmen wir p 
Stelle, die vorletzte an die dritte 



Determinanten aus 
1 an und setzen 



-1 +1 . 
+ 1 -1 . 



die letzte Zeile an die zweite 
erhalten wir die Determinante: 

- +1 
•■ +1 



;+i +1 ■ 

worin alle Elenaente gleich 1 sind mit Ausnahme derer dei- Hanpt- 
diagonale, die den Werth — 1 erhalten. 

In einem Aufsatze Ton Fonret wird diese Determinante unter 
der Bezeichnung C„ nach zwei anderen hehandelt, die beziehungsweise 
An, S„ heissen: 

! 1 1 

■ 1 

■ 1 



'111 



1 1 1 



> 



In der ersteren sind alle Elemente gleich 1 mit Ausnahme der 
(n — 1) letzten in der Hauptdiagonale und diese gleich Null, in der 
zweiten sind alle ausserhalb der Hauptdiagonale befindlichen Elemente 
gleich 1 und in der Hauptdiagonale stehen nur Null-Elemente. 

Fouret, Sur un mode de transformation des döterminants. Bull. soc. 
math. de Fr. t. 14. 1886—1886 (1886) [146—151]. 

Fouret, ßemarque sur eertains aöterminants Bumi5riques. Bull, soo, matt, 
de Fr. t 16. 1886—1897 (1887) S. 149 f. 

Wenn mau in An von der ersten Spalte die zweite abzieht, so 
ergiebt sich: 



und setzt man dasselbe Verfahren fort, schliesslich: 
A, - (- 1)-' 
Wenn man bei der zweiten Determinante die übrigen (n — 1) 
Spalten zur ei-sten addiert, so erhält man: 
B.~(»~1)A. 
und daraus weiterhin: 

B. -(.>-!)(- 1)— 
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g S7. Determinanten aus den Elementen und 1 



Und fügt man schliesslich in C„ 
erste hinzu so ersieht sich: 



allen andern Spalten die 



c„ = — ; 



■2''-^{n- 



Man kann die Determinante (7„, wie es Fouret gethan hat, zu 
dem Nachweis der folgenden geschmackvollen Umwandlung einer 
Determinante benutzen. 

Es sei eine Deteiminante der Ordnung m{m^ n) gegeben. 

Wir wählen n Spalten aus und innerhalb der dadurch 
ausgezeichneten Matrix ziehen wir tou den Elementen einer 
jeden Spalte die entsprechenden Elemente der andern ab. 
Die neue Determinante, die dabei entsteht, kommt der ur- 
sprünglichen, wenn diese erst mit — (n — 2)2"~' multi- 
pliziert wird, gleich. 

Es lässt sich wirklieh die neue Determinante als Produkt der 
vorgelegten und des Faktors ( — 1)"C„ ansehen, wenn man dieser 
letzteren in passender Weise Zeilen und Spalten hinzufügt, so dass 
man sie zur Ordnung m überführt, wenn man nämlich schreibt: 



(-i)-c._ 



1 - 
— 1 



^1 
-1 



■ ; 



■■■ 1 

Da man den Werth von C„ kennt, eraeheint danacK der Lehrsatz 
erwiesen. 

Eine weit allgemeinere Determinante, als die 6\, ist die folgende, 
welche von Studnicka erörtert worden ist. 

1 1 1 ... 11 

— 1 1 1 ... 11 

1-1 1 ... 11 
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Theil ü; g 37. Detevininanten besonderer Systeme, 



! Werth 2"-!. 

!ue Detenninanteneigensohai't. Dölim. Ges. . 



Für sie ergiebt sich i 

Studniäka, Über eine 
Jahrg. 1880. K", 7 [50—54]. 

Im Zusammenhang mit diesen Determinanten können wir g 
andere hier betrachten, die Roberts (Nouv. ann. 2. aer. t. 3. S. 139 f.) 
vorgelegt hat, nämlich solche wie: 



1 1 ■ 



111- 



1 



Man lese darüber: 

Perrara, Soluzione della q^uestione G'Ji dei Nouvelles Annales. Giorti, di 
Batt. Tol. 2. (1864) 8. 95 f. 

Torelli, Soluzione della questione 694 dei Honvellee Annalee. Giom. di 
Batt. vol. 2. (1864) S. 191. 

Smet-Jamar, Qnestion 694, Nouv. ann. 2. s^r. t, 3 (1864) S. 396 f. 

Diese Determinanten werden anf die vorangehende C„ zurückge- 
führt, wenn die tt alle gleich — 1 angenommen werden. 

Der Werth dieser Detenninante ist: 

(«,- i)(<.,-i).--(«,-t) + 2' («'■.- i)(«',~i)---K-i-i) 

(^i'a-'-«-i) 

wobei («j *j . . . 4— i) auf jede mögliche Weise unter den Zahlen 
1, 2, . . , K ausgewählte (n — 1) Kennziffern vorsteüen. 

Wenn man an Stelle der Elemente 1 andere Elemente mit dem 
Werthe x einsetzt, so erhält man eine weit allgemeinere Determinante, 
die von Torelli (a. a. 0.) behandelt wurde. Siehe auch 

Cesäro, Corao di analisi algebriea. Torino 1894. S. 16. 

Die folgende Determinante stellt einen noch höheren Grad der 
Allgemeinheit dar: 



Sardi, Un teorema su' deteiminanti. Giom di Batt. vol. 6 (18S8) [367—360]. 
Siehe auch Capelli-Garbieri, Algebra. Padova 1886 S. 326. 
Ihr Werth ist: 



(c:^~a;j)(«a — Xf)---(cin'~ Xn)-\- ^.X/Ja/,— Xi,)(cC),—Xi,)---(ai 



■■',-,) 
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g 38. Ganze Funktion von x in der Form einer 
Wenn die «i «^ . . . «„ die Form üaben: 

Xi-\'[x — Ä), J. = a-i + a:^ + - ■ 
so erhalten wir dann das Ergebniss: 



Determinante 143 



18, Eine ganze Funktion von oe wird in Form einer Determi- 
nante ansgedrückt. 

Es l'ässt sich leicht nachweisen, dass die Detenninante: 








i Polynoms ist: 

^0^" + «1^1""^ + ■ 



■ + ». 



Man lese: 

Gönthei:, Über aufsteigende Kettenbrücbe, Zeitschr, f. Matb. 21. Jahrg. 
(1876) [178—191] S. 187, Des^leicben Güntber, Det 1877, S, 204. 

Laisant, Sur un diSterroinant remarquable. BuU. soe. matb. de Fr. vol. 17 
(1889) [104—107]. 

Denn wirklieh, entwickein wir diese Determinante nach den Ele- 
menten ihrer ersten Spalte, so erhalten wir: 



-1 X ■ 



und diese zweite Determinante hat die nämliche Gestalt, wie die, von 
der wir ausgegangen, ist jedoch von niedrigerer Ordnung. Bei Port- 
setzung des angedeuteten Verfahrens wird die Behauptung erwiesen. 
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144 Theil n-. § 38. Ganze Funktion v 



1 der Porm einer Determinante. 



Zn demselben Ei^ebniss gelangi man, und sogar noch leichter, 
wenn man die Determinaate nacli den Elementen der ersten Zeile 
entwickelt. 

Setzt man aa Stelle der Elemente — 1 Elemente — y ein, so 
ergiebt sich eine binäre Form in x und y. 

Eine verwandte Determinante betrachtet Mansion (Elemente der 
Theorie der Determinanten. Leipzig 1878. S. 17), nämlich: 



1 1 1 
110 
1 1 











1 1 



Diese Determinante erhält man s 
man x =^ — 1 annimmt, die Determinante mit (— 1)" m«ltipliziei-t 
und einige von den ersten a gleich 1 setzt, die übrigen aber 
gleich Null, 

Es findet sich dann, dasa der Werth dieser Determinante Null 
oder auch 1 ist, weil er i 



Mit einer Determmante von ziemlich ähnlicher Gestalt, die jedoch 
noch allgemeiner ist, beschäftigt sich Escherich. 

EEcherith, Bestnamung- einer Determinante. Monatsh. f. Math. 3. Jahrg. 
{1892) S. 19 f. 

An Stelle der x innerhalb der Hauptdiagonale setzen wir der 
Reihe nach :r^ .ig . . . x„ und an Stelle der — 1 in gleicherweise ge- 
ordneter Folge — j/j, — Vi, ■ ■ ■ — y», dann entsteht die ron Esche- 
rich erörterte Determinante: 







-y^ 








Diese Determinante wird gleich dem Ausdruck: 
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; 39. Potenz summen Ast Wurzeln 
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Die Bum 



aen gleicher Potenzen der Wurzeln : 
von Determinanten. 



Es sei die Gleichung vorgelegt: 

a^x" + «1^""^ + ' ■ ■ + «n = . 
Man weiss, dass bei Einfiihrung der Bezeichnungen Sj s^ . . . s^ (m ^ n) 
für die Summen der gleichen Potenzen der Wurzeln dieser Grleichung 
die (nach Newton benannten) Beziehungen Geltung haben: 

«0^3 + «iSi + 203 = 



Wir betrachten nun die Determinante: 
■■■ a, 

o, ■■■ 2a^ 

a, a„ ■■- 3a, 



öm — S <hn — S 
(hn — i 'ha—^ 



{m 



- l)01n-l 



Wenn wir die erste Spalte mit s^ mnJtiphzieien, die zweite mit 
s^ und so fort, die (m — ■ l)-te mit s,,_i und zu der m ten Spalte 
addieren, so werden in dieser die (m — 1) eisten Elemente, m Folge 
der Newtonseben Formeln, gleich Null und das letzte Element wird 
— UfiSm. Die Entwicklung der Determinante schrankt sich also auf 
das Produkt der Hauptelemente ein, weil alle Elemente auf der einen 
Seite der Hauptdiagonale verschwinden, und min erbalt demzufolge 
als Werth dieser Determinante 

Es erscheint also, abgesehen vom Faktor «y™, unter der Form einer 
Determinante die Summe s,,, der »w-ten Potenzen der n Wurzeln der 
voi^elegten Gleichung, (in ^ n) 

Einige Erörterungen über Determinanten dieser Geetait findet 
man bei: 

Vito Eugenio, Conaiderazioni intomo a taluni detei-miiianti particolari. 
Giorn. di Batt. vol. 8 (1870) [285—290]. 

Günther, Det. 1877 8. 110 f. 

Janni, V., Sopra una formola di Waring. Acc. di Kapoli, Rendic. anno 17 
(1878) [37—31]. 

(Jatbieri in deaaen Beriolit über das Lehrbuch der Determinanten-Theorie 
vonQanUier. 2. Aufl. 1877. BuU. di bibl. e di stot, Bonc. t. 11. 1Ö78 [267—318] 
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146 Theil II; g 40. Determinante von Dostor. 

§ 40. Determinanten, die von dem Wertlie gewisser Elemente 
uniibhängig sind. 
Beachtung verdient die folgende Determinante si-ter Ordnung, 
die von Dostor behandelt worden ist, 



wo die Elenit.nte der eisten Ztile '.iinmthch j,le!Lli « iind desgleichen 
die in dei Ha iptdugonale hefindlithen 

Die Elenaente unteihalb dei letzteien md ahei alle gleich —a 
und he Ibrigen Elemente a^^ »a, n^ smd ganz beliebig. 

Von dün Werthen diesei letztgenannten Elemente i&fc die Determinante 
unabhängig Und wirklich lisst sich zeigen da=!s das Komplement 
eines jeden diesei Elemente Null i'^t 

Wn können demnach den Weith 
indem wu alle die Elemente fi g «o 
dann hndet sich 

Dostor, Propriete des döterminanta. Arcli. d. Math. 6G. Theil (1874) 



Deteimmante berechnen, 
gleich Null setzen, und 



g 41. Determinanten gebrochener Funktionen. 

Man nennt Determinanten gebrochener Funktionen solche, 
die in der Gestalt auftreten: 



Sie führen diesen Namen, weil mit ihrer Hilfe, wie sich ohne Weiteres 
zeigen lässt, die Koeffizienten der rationalen gebrochenen Funktionen 
oder der Brnohfunktionen ausdruckbar sind. 



y Google 



§41, Determinaaten gebrochener Funktionen. §42. Deteiininante von Smith. 147 

Wenn wir solche Determinanten nach den Elementen der ersten 
Spalte entwickeln, erhalten wir sogleich die folgende Rekuraionsformel 

Ä^ = «i^,_i — a^A„-s + %^-3 ■ ■ + O-n 

Setzen wir jetzt 

a(x) = 1 -|- rtjs; + <^2^^ "H *3'*^ -]-■■■ 
so lässt sich leicht darthun, dass [1 : a(x)] gleich ist 

A(x) ^ 1 — Äj^x + A«^ — -^s^^ ^ . . . 
wobei die Ä die Gestalt der oben niedergescliriebenen Determinante 
haben. 

Multiplizieren wir namlieh a(x) mit A(x), so ergiebt sich: 

A(x).a(x) = 1 — (J-i — %)ic + (A — -^1^1 + ö^)^^ + ■ ■ ■ 
und da nach der Bekursionsformel auf der rechten Seite sämmtliche 
Koeffizienten verschwinden, so erhalten wir einfach: 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

Wegen dieser und anderer ähnlicher Betrachtungen lese man 
Dietrich, Über den Zusammenhang gewisser Determinanten mit Bruch- 

funktionen, Joum. f. Math. Bd, 69 (1868) [190— 196j. 

g 42. Die Determinante von Smitli. 

Wir betrachten die folgende Determinante, die ihren Namen 
nach Smith erhalten hat, 



D = 
Hier ist unter 



(1,1) (1,2) •■■ (1,..) 
(..,1) («,2) ■■. (»,») 



der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen i, j zu 



In der Zahlentheorie bezeichnet man mit dem Symbol <p(n) die 
Anzahl der Zahlen, welche kleinei sind als « und dabei zu n relativ 
prim, und bekanntlich ist der Wertb dm Summe 



^<p{m 
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148 Tkeil II: g 42. Determinante vi 

wenn die Summatioii sich auf alle Zahlen 
von n sind, gleich n, also 



i Smith. 

ti erstreckt die Theiler 



2^(«)-n 



Daher lässt sicL der grösste gemeinscbaftliche Theiler (i, j) zweier 
Zahlen i,j in der Form einer Summafcion darstellen über eine Anzahl 
von <p(n), ausgedehnt auf alle m, die gemeinschaftliche Theiler der 
beiden Zahlen i,j sind. Wir können nämlich achreiben; 



ihj) = 



.■i%i9'(l) + «faM^a^C^) -\ h ai^ai„(p(n) 



wobei üik, djk die Einheit oder NuU darstellen, jenachdem h ein Theiler 
von i und j ist, oder nicht. Daher sind a,i, ajh NuU, wenn h^i 
oder aber ft >^'. 

Danacli stellt sich die Determinante der (.Uk wie folgt dar: 



1 1 



0-- 
110-. 
1 1 ■■ 



: 



i 



und ihr Werth beträgt 1, weil alle Elemente auf einer Seite der 
Hauptdiagonale Null sind. 

Da man die vorgelegte Determinante nun als das Produkt auf- 
fassen kann von 






und weil die erstere Determinante gleich 1 ist, die aweite gleich 
1 .(p{l]tp{2) ■ • • <p(n), so ergiebt sich schliesslich der Werth der De- 



q,(l) 9,(2) - ■ ■ qp(«) 

Es giebt über so gestaltete Determinanten Untersuchungen von 
Smith, Ca the valiie of a certain arithmetical doterminant. Proc. Lond. 

math. SOG. vol. 7 (1875—76) [203—2121. 

Maasion, Demonstration d'nn thöorfeme relatif k tin doterminant remar- 

quahle. Acad. de Belg. Bull. (3) t. 46 (1878) [892—899]. 
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g 48. Determinanten auB Differenzen. 149 

Mansion, Genöalieation d'un thöoreme de M 'Imith Ann &oc «t Brux 
t. 2 (1878) [211—234] AuMUgaweise in Mansion, ^m la theone des nomlire-, 
Gand 1878. % 3. 

Catalan, Theoreme dp MM Smith et Mansion Nouv coli niath t 4 
(1878) [103—111]. 

Le Paige, Sur un theoifeme de M. Mani^ion Nouv oon math t 4 
(1878) [176—178]. 

Cesäro.Detenninanti in aritmetica, Giorn. di Batt. vol. 23 (1885) [182— 19!]. 

Ceaäro, Coasidörationa nouvelles sur ie döterminant de Smitli et Mansion.. 
Ann. de l'fic. norm. 3" sör, t. 2 (1885) [425—435]. 



§ 43. Determinanten aus Differenzen. 

Es sei eine Reihe von Grössen 

% % «3 ... a„ «,1+1 . - - 
vorgelegt. 

Man bilde die eraten Differenzen 

Al^' A^') Ai^* ■ ■ . Ai'' - ■ ■ 
danach die zweiten, die dritten und so fort, also die Beihen: 
Af Af Af ■ ■ - Af ■ ■ ■ 

Af A^'' Af - - ■ Af - ■ ■ 



Ar" 



(,-1) . (,-1) , , _ .(»-11 



und man setze voraus, daas dieae letzte Reihe nur eine Konstante von 
dem Werthe enthält. 

Bildet man mit den ersten n Spalten aus dem Schema 
der vorstehend verzeichneten n Zeilen eine Determinante, so 
wird diese ihrem absoluten Werthe nach der M-ten Potenz 
der Konstanten G gleich sein. 

Siehe Eaimondi, Un teorema sui determinanti di differenae, Giorn. di 
Batt. vol. 26 (1898) [185—188]. 

Dieser Satz Ist (der Meinung des genannten 8 ehr if (steiler a ent- 
gegen, der ihn anseheinend für neu ansah) seit lange bekannt, ist er 
doch derselbe, den wir bei Gelegenheit der Hankeischen Determi-- 
Qante (Siehe S. 69) besprochen haben. 

Eine andere Art der Differenzendeterminante haben wir schon 
auf 8. 40 f. behandelt und zu ihr bildet die hier betrachtete Determi- 
nante wiederum einen besonderen Fall. 

Es möge die Reihe der n Grössen 
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150 Tteil II: g 44. Besondere zyküache Determinanteii, 

vorgelegt sein und dazu die Beiheu ihrer ersten, zweiten . . , Differenzen 
gebildet werden. Die Anfangsglieder dieser Reihen sind: 



Dem entsprechend gehört zu der Reihe der n Grössen 

b,, b^, ... h, 
die Reihe 

\, Ab^, A%, ... A"-^&i 

und dasselbe Verfahren der Zuordnung lässi sieh für Elemente c 
wiederholen. Es besteht dann die Determinantengleichung: 

«s ... a„ I I Hl A«j A% ... A"-!«! 
h, ... K\ = \'b, A\ A% ... A—n, 






so erhalten wir im Besonderen die vorhin besprochenen Determinanten 
wieder. Allgemeinere Sätze, die sich im Anschluss hieran von Deter- 
minanten aussprechen lassen, lese man aaf S. 41. 

Der Übergang, der sich von hier aus zu Determinanten machen 
läast, wie sie in § 34 vorkamen, ist dort angedeutet; überdies ver- 



Seott, Det. 1880. S. SO und 81. BaUzei', Det. 1881, S. 27. 
ßaimondi behandelt a. a. 0. eine Determinante, deren Elemente 
figurierte Zahlen sind. 



§ 44. Besondere zyklische Determinanten. 
Es ist vortheilhaft, hier auch der folgenden besonderen zykUschen 
Determinante Erwähnung zu thun: 

p-{-'2q, p -\-5q, ■ ■ ■ p-\- q j 

p + nq, p-\-q , ■ ■ ■ p + (w — 1)2 I 
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g 45. Kettenlinioh-DetermmMiten. KontiuuaDten. 
Ihr Werth ist: 



(~ 1)' 



« 



-+■ 



71" ~ 



Für 






erhält mau: 




1 2 3 ■-- n 






2 3 4 ■ ■ ■ 1 


-(-i)*-'"- 




n 1 2 ■■■ n-1 




Übel- 


dieae Determinaote 


El vergieiehe man: 



Cremona, Solution de la questiou 465. Nouv. s 
Siahe wegen der rrage3t«Uiing dieselbe Zeitsctrift Bi 
S, 73 angezeigte Note von Cremona. 

Lemonnier, Calcul d'un döterminant. Bull, s 
(1879) [175-177], 



, math.. de France, vo!. T 



g 45. Detexminanten der Kettenbrüche. 

Eine Determmante von der Form: 



Kontinuaiiteu. 



— 1 a^ 
—1 











-- 







■ ■ 







-. 







., 0, 




1 




1 


». 



in der also alle Elemente Null sind, ausgenommeo die der Haupt- 
diagonale, die beliebigen Grössen gleichgeaetzt werden, und ausge- 
nommen weiterhin die in den beiden der Hauptdiagonale benachbarten 
und parallel verlaufenden Linien enthaltenen Elemente, die auf der 
einen Seite sämmÜieh gleich -]- 1, auf der andern aber gleich - — 1 
angenommen werden, heisat eine Kettenbruch-Determinante oder 
Kontinuante. (Muir.) 

Man kann jedoch auch weit allgemeinere Kontinuanten in Be- 
tracht ziehen, wenn man nur zum Beispiel an Stelle der Elemente 
— 1 oder der Elemente + 1 beliebige Grössen &^ . . . 6^—1 einführt. 

Wenn man jene Determinante nun nach den Produkten von Mi- 
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Tbeil B: § 45. Kettenbcuch-Determmanten. Koiitinuanten, 



noren entwickelt, die innerhalb der ersten m Zeilen enthalten sind, 
so ergiebt sich: 

wobei tlureh C^_, die Kontinuante bezeichnet wird, deren Haupt- 
elemente a^+t . . - o« sind. 

Hieraus erhalten wir bei m = « — 1 eine Rekursionsfonnel, der 
die Kontinuanten Genüge leisten, nämlich 
C ==a f 1 + r„_2 

Wir wollen die Anzahl der (rliedei berechnen, die eine allgemeine 
Kontinnante enthält. 

Zunächst lässt sich leicht naehwen>en daa? die Entwicklung der 
Kontinnante von geradei Ordnunfif auf eine Summe zurückzuführen ist, 
bestehend aus der Einheit und emer Reihe von Ghedern, wovon ein 
jedes eine gewisse gerade inzahl dei a mit dem Koeffizienten 1 zum 
Produkt vereinigt enthalt, und wenn « ungerade i^t, dieselbe Ent- 
wicklung auf die Summe \oa Produkten emei ungeraden Anzahl der 
a hinaus kommt. Und wiiklich, bleibt die<!es Gresetz bis zu den Kon- 
tinuanten (n — l)-ter Ordnung erhalten so wird es auch für die von 
«-ter Ordnung zu Eecht bestehen wie man aus dei oben aufgestellten 
ßekursionsformel ersieht Nun eigiebt i=ich eben fui /i = -i 

und für « = 2 

(7, = ö,a^ + 1 

Daher wird das Gesetz stets giltig sein. 

Hieraus leiten wir ab, dass, wenn man an i 
heit setzt, jedes Glied der positiven Einheit g 



3 aller a die Ein- 

ird, und in Folge 

davon erhalten wir in jedem Fall eine ganze Zahl, die die Anzahl der 



Glieder der allgemeinen Kontinnante darstellt, 
durch die Determinante 





; Zahl ^ 



ird also 



- 







-1 1 







Die Rekursiousformel liefert für diese Determinante die Gleichungen: 
Die Zahlen e„ bilden also eine Folge von ganzen Zahlen, von 
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§ 45. Kettenbnioh-DeteiTninaaiten. Kontinuanton, 153 

denen jede der Summe der beiden vorangehenden gleich ist. Diese 
Folge pflegt man die Reihe von Fibonaeci zu nennen. 

Lucas, Theorie des nombras. t. 1. Paris 1891. S. 457ff. 

Es läsat sich nun leicht erweisen, dass im Allgemeinen 

«-(o)+("T')+eiO+- +("!*) 

wo Je ^=\n für den Fall: n gerade, oder aber Ji = -l(n — 1) für 
den Fall: n ungerade. 

Wenn nämlich dieses Gesetz bis 7.u {n — I) seine Geltung be- 
wahrt, das heisst, wenn: 

so erkennt man, bei Beachtung der identischen Beziehung 

leicht, dass auch für c« dasselbe Bildungsgesetz giltig bleiben muas. 
Die Determinanten dieses Paragraphen heissen Kontinuanten, 
weil sie in Beziehung zu den kontinuierlichen oder Ketten- 
brnehen stehen. Man sieht ja ohne Weiteres ein, dass: 



und so wird im Allgemeinen der Kettenbruch 

gleich dem Quotienten zweier Kontinuanten, von denen die eine zu 
Hauptelementen die Elemente %...«, besitzt, die andere, im Nenner, 
die Hauptelemente a^ . . .a^. 
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ä 46. Kettenbrucli-Detei'miiianten. Koatinnantca. 



Zu demselben Ergebniss gelangt man, wenn man anstatt der oben 
eingeführten Kettenbrilche diese weit allgemeineren in Betracht zieht: 



Ein solcher Kettenbi-ueh ist gleich dem Quotienten der zwei 
Detei-minanten : 



L der Ordnung n 
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von der Ordnung {n — 1) . 



Die letztere Determinante ist das Komplement des Elementes a^ 
in der ersten. 

Solche Determinanten sind Kontinuanten viel allgemeinerer Art, 
als die vorher betrachteten, und man wird leicht einsehen, dass sie 
mit entsprechenden Eigenschaften ausgestattet sind. Entwickelt man 
zum Beispiel die erste von ihnen, die wir An nennen werden, nach 
den Elementen der letzten Horizontalreihe, so ergiebt sicli 
A„ = a„An-i + 6„Ä,-2 

Diese Rekursionsformel zeigt Ähnlichkeit mit der oben angeführten. 

In einem der vorigen Paragraplien sahen wir, wie die Summe 
gleicher Potenzen der Wurzeln einer GHeichung sich in Gestalt einer 
Determinante darstellen lässt (Siehe § 39). Ist die gegebene Gleichuug 

«g«" + ti^"~' -)--■■ + «n ^ 
so ergiebt sich in der That: 







(__l)-a^s,„ = 



äßä 
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45. Kettelibnicil-Determiaanten, Koatiniiauteu. 



Setzen wir nun i 



daun werden (w — 2) Wiii'zeln der vorgelegten Gleictung gleich Null 
und die übrigen beiden sind Wurzeln der Gleichung 



Es wird demnach augenscheinlich s^ nur die Summe der «j-fcen 
Potenzen der zwei Wurzeln dieser quadratiachen Gleichung und sein 
Ausdruck in der Form einer Determinante 



(-i)-&.. 



a, • 



-2«,! 



Man ersieht hieraus, daas s^ die Darstellung mittelst zweier Kon- 
tinuanten zuHsst, wovon die eine (m — l)-ter Ordnung, die andere 
(ni ■ — ■ 2)-ter Ordnung ist. 

Nimmt man a^ < 2a^ an und stellt dann die zwei (komplexen) 
Wurzeln der oben verzeichneten Gleichung in der Form auf: 

% = V^ ('^^ a + i sin k) , 
so kann man hieraus die hemorkenswerthe Fonnel gewinnen: 



cos ma ^ 



1 2 cos « 1 



Studniöka, Eine neue Anwendung der Kettenbruct- Determinanten, Böhm. 
. Ber. Jahrg. 1886 [3—6]. 
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156 Theil Ü! § 45. Kettenbtuch-DeterminanteB. Koatinuanten. 

Eine andere Determinante, die man aus der vorangehenden ab- 
leitet, indem man für das erste Element 2 cos a an Stelle von cos « 
einsetzt, kat ihrerseits den Werth 



Studnicka, Beitrag am Theorie der Potenz- and Korabinations-Deteiiiii- 
nanten. Bükm. Ges. Ber, Jairg. 1897, I. N. 1 [1—20] S. II. 
Und dies entspricht der nachstehenden, schon von Jacob Bernonlli 
(Mem. de l'acad. de Paris 1702) gegebenen Formel: 

—. = (2 cos ce)"*- — ( 1 1 (2 cos k)™-» -| 

Man kann die Lehre von den Kettenbriiehen in der Weise auf- 
bauen, daas man znm Ausgangspunkt der Betrachtung ihren Ausdruck 
mittelst dor Determinanten wählt. Wir werden hier bei solchen Er- 
- örterungen nicht verweilen und jetzt über diesen Gegenstand nur noch 
eine bibliographiache Anmerkung beifügen. 

Die ersten, welcte sioli mit dem Stoff beschäftigt haben, "waren 
Sylvester, On a remarkable joodification of Sturma theorem. Phil, Mag, 
ser, 4- vol. 5 (1853) [4i6— 466], 

Sylvester, On a fimdamental rule in the algorithm of oontinued fractions. 
Phil, Mag. ser, 4. vol. 6 (1853) [297—2991 

Ramus, Determinantemes Anvendelae til at beeteinine Loren for de oon- 
vergerende Broker. Danske Port, 1856 [106—119], 

Snnttis-vroode, a. a. 0. Jonm, f. Math, Bd, 51 (1856) S. 374, 

vin, Sur un.certain ayatfeme d'equations lineairea. Joum. de Math, 
so, t. 3 (1858) [41— i6l 

e, Aaszug eines Schreibens aber die Lam^aohen Punktionen an den 
ir, Joum, f. Math. Bd, 66 (1859) [79-86] 8, 80 f, 
le, Bema«rkningeromkjaedebr0ker, Tidastr.f.math.Tychaen, a.Raekke. 
5. kasg. (1869) [144—146]. 

Günther, Darstellung der Mäberungswerthe von Kettenbrüchen in indc- 
pendenter Form, Erlangen 1873, 

Von diesem letzteren Schriftsteller m^ man mit EfLoksicht auf weitere 
Bemerkungen und historische Hinweise das Kapitel 5 (Eettenbruchdeterminanten) 
in der zweiten Ausgabe seiner Theorie der Determinanten (Erlangen 1877) 
nachlesen. 



Hetansge 



Ton Günther vergleiche man weiter die Aufsätae: Beiträge Kur Theorie 
der Kettenbrüohe, Arch. d. Math, 55, Theil (1873) [392—404] S, 397, — Über 
die allgemeine Auflüsimg von Gleichungen durch Kettenbrüche, M. A, Bd. 7 
(1874) [362—268], endlich die Schrift; Günther, Beiträge zur Erflndungs- 
geaehicEte der Kettenbrüche, Weissenburg 1872, 

Von demselben Gegenstande handelt auch: 

Muir, A theorem m oontinuanta, Phil, Ma 

Muir, Extension of a theorem in continuants, . . 
Phil, Mag. ser. 6. vol. 3 (1877) [360—366] die Benennung „Kontiniianten" betreffend 
Mnir in einem Briefe an Sylvester, Americ. Joura. vol, 1 (1878) S. 344, 

Eine Determinante von der Art der Kontinuanten iat in neuester Zeit 
MoUame untersucht worden. 
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§ 46. Allgemeine Eigenschaften orthogonaler Detei-oiinanten. 157 

Mollame, Sviluppo del determinante 



e i'elaaioni notevoli che ne derivano. ßiv. di mat. toI, 3 (1893) [47 — 53]. 

Man vergleiche auch Scott, Det. 1880. chap. 13 [169—179], Baitzer 
Det. 1881. § 3, 11 und § 8, 3 sowie Pringsheim in Encycl. d. math- Wisa, I. A. 3 
Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesäe, Art, 46. 



% 46 — 50. Über die Determinanten der orthogonalen Substitutionen, 

g 46. Allgemeine Eigenschaften. 
Eine Determiiiaaite 

heisst Determinante einer orthogonalen Substitution oder 
kürzer orthogonale Determinante, wenn zwischen ihren Elementen 
die folgenden Beziehungen bestehen: 

«i!-* + «ai* + ■ ■ ■ + «>.!^ = 1 
an^ij -\- <i2!<hj -\- ■ ■ ■ -\- ci^/C'üj = "J 

Die Elemente einer orthogonalen Determinante sind eben die 
Koeffizienten einer orthogonalen Substitution, das heisst einer Siib- 
stitution, welche die besondere quadratische Form Xi -\- x^ ^ •■■-{' x^ 
unverändert liisst. 

Die erste Eigenschaft, die unmittelbar aus dieser Begriffsbe- 
stimmung hervorgeht, ist in dem Satze enthalten: 

Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist die positive Einheit. 

Es genügt nämlich, das Quadrat der Determinante nach der ge- 
wohnten Kegel herzustellen, um zu finden, daaa dann alle Elemente 
der Hauptdiagonale gleich 1 werden und alle übrigen Elemente ver- 
schwinden. Daher ergiebt sieh der Werth einer orthogonalen Deter- 
minante stets zu + 1 ■ 

Eine zweite grundlegende Eigenschaft ist folgende: 

Das algebraische Komplement eines Elementes ist gleich 
dem Element selbst, multipliziert mit der Determinante. 



y Google 



158 Tbeil 11; g 46, Allgemeine Eigensühaften orthogonaler Determinanten. 
Gehen wir nämlich von <!en Gleiehnngen ans: 

an an + «!)i«a; + • ■ ■ + a^idni = 



fflinttu + asn<Hi + 



+ «„.«„; • 



und bezeichnen beziehungsweise mit Aij das algebraische Komplement 
von «y, multiplizieren dann diese Gleichungen der Reihe nach mit 
Äji Aj^ . . . Äji . . . Äj„ und summierenj so ergiebt sich, wenn mau die 
vorgelegte Detei-minante D nennt, 

D.aji = Äji 

Man musa hierzu bedenken, dass die Summe der Produkte von Ele- 
menten einer Zeile in die algebraischen Komplemente der Elemente 
einer parallelen Zeile Null ist. 

In der gewonnenen Formel ist unser Lehrsatz erwiesen. 

Nach der begrifflichen Erklärung ist die Determinante einer 
orthogonalen Substitution eine solche, bei der die Quadratsnmme der 
Elemente aus einer und derselben Spalte gleich 1 ist, die Summe der 
Produkte aus den Elementen einer Spalte in die homologen Elemente 
einer parallelen Spalte Null. Nun läsat sich aber zeigen; 

Wenn diese Eigenschaft bezüglich der Spalten gilt, so 
bestätigt sie sich auch für die Zeilen, das heisst, zwischen 
den Elementen gelten auch diese Beziehungen: 
«;/ + «i/ + ■ ■ ■ + O/«^ = 1 
«.■it^i + «fsßja ^ . . . -j- aiaCtjH = 
Da nämlich allgemein 

und hieraus sich ergiebt 

D.aaaji = Auajt, 
erhält man durch Summatiou aller dieser Grleiehungen für /ü = 1, 2, . . . « 

D (a;iß;i 4- - . - -f- üi^aj^) = Anaji + ■■■-{- Ai^aj^ 
und der Ausdruck hier auf der rechten Seite hat den Werth D oder 
aber Null, jenaehdem j = i oder j verschieden von i ist. 

Die im zweiten Lehrsatze angesprochene Eigenschaft iüest sich 
auf die Minoren beliebiger Ordnung ausdehnen. 
Man kann den Satz erweisen: 
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§ 47. Die Aufgabe von Gajlej, 159 

Jeder Minor ist gleich seinem algebraischen Komplement 
multipliziort mit der gegebenen Determinante D. 

Multipliziört man nämlich mit D alle Elemente eines Minor der 
Ordnung m, so erseheint derselbe mit i>™ multipliziert. Indessen geht 
das Produkt eines jeden Elementes mit Z) in sein algebraisches Kom- 
plement über und daher erhält man den homologen Minor in der zur 
gegebenen reziproken Determinante. Dieser homologe Minor ist 
aber bekanntlich gleich dem algebraischen Komplemente des gegebenen 
Minor, multipliziert mit D™~^, Aus der Gfleichsetzung beider Aus- 
drücke geht unser Lehrsatz hervor. 

Auch dieser weitere Lehrsatz ist noch bemerkenswerth : 

Das Produkt zweier orthogonaler Determinanten ist 
wiederum eine orthogonale Determinante. 
Und wirklich, wenn 

\u„\-A, \1„.\-B 
die zwei gegebenen orthogonalen Determinanten sind, so wird ihr 
Produkt 

A.B=\ au&uH \'a.iK 1 

Bilden wir aber nun die Quadratsumme der Elemente einer Zeile, 
so ergiebt sich 



und das ist gleich 



also gleich 1. 

Dem entsprechend erkennt man leicht, dass die Summe der Pro- 
dukte, m denen die Elemente einer Zeile in die homologen Elemente 
einer andern multipliziert erscheinen, gleich Null ist. Daher ist A.B 
eine orthogonale Detenninante. 



§ 47. Die Aufgabe von Cayley. 

Bei der Beschäftigung mit orthogonalen Determinanten ist die 
folgende Untersuchung von besonderer Wichtigkeit. 

Die M* Elemente sind durch \n(n-\- 1) Gleichungen mit einander 
verbunden, daher bleiben unter ihnen unabhängige nur der Zahl nach: 



■!«(» + i)-i«(«-i) 
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160 



Theil II: § 47. Die Aufgabe 



1 Cayley. 



Wie können wir nun aber eine orthogonale Detenninante auf- 
stellen, in der die sämmtliehen Elemente durch ^n(n — 1) unab- 
hängige Grössen ihren Ausdruck finden? Euler und Caucky haben 
als die Ersten sich mit der Nachforschung hierüber besclüffcigt. Sie 
wurde jedoch im allgemeinen Sinne von Cayley durchgeführt. 

Das von Cayley aufgefundene Ergebniss ist das folgende. 

Wir betrachten eine schiefe Determinante von der Ordnung n, 
bei der aämmtliche Hauptelemente unter sich gleich sein sollen. Ihre 
Elemente mögen hij heisaen und es sei 



^31 & ^.3 



^.1 6«a Ks ■-- h. 
Da bij = — bji ist, sind unter einander verschiedene Elemente 
vorhanden der Anzahl nach 

Bezeichnen wir mit B,j das algebraische Komplement zu hsj und 
bilden die Elemente 



so lässt sich zeigen, dass die a die Elemente einer orthogonalen 
Determinante sind und diese gleich + 1 . 

Wir stellen ein System von 3« Grössen auf: 



x^ x^ ■ ■ ■ x„ 

Vi Vi ■■■ yn 

für das die Gleichungen bestehen: 

y- = 5(1^1 + ■ ■ ■ + ^i«^« 

Bei der Annahme 

l,j = — ^, 

hi = h 
ergiebt sich 

^; + yi = ^bSi 
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§ 47. Die Aufgabe von Caylej, KU 

Multiplizieren wir die x der Reihe nacli mit 
Bn Sj2 ■■■ Sjn 
uad summieren, indem wir die Beziehimgen zwischen den b und den B 
berücksichtigen, so erhalten wir augenscheinlich: 

Bj^Xi + BjiX2 -f . . - 4- Bj„Xn = Bzj 
und entsprechend 

-Bu^/i + s^m + ■ ■ ■ + B-iy" = -S^j 
Wenn wir dann auf der rechten Seite in beiden Uleiehungen au Stelle 
TOn BSj einsetzen 



B^^ 



so wird 

und führen wir die i 



■ + (2iB„ — B)x, ^ h 2IB1.X, 

■ + (2i)S„ - -B)» H h 2hB.,y. 

80 ergiebt sich; 

j/j = aj-^xi 4- ... 4- aj^x„ 

Xj = aiilfi + h a^jy^ 

Wenn wir nun hier in die zweite Gleichung die Werthe der y aus 
der ersteren einsetzen und dann die Koeffizienten der w gleich Kall 
annehmen, so erhalten wir: 

»1/ + «s/ +■■■+««/ = 1 
«u«i! + üijChi + ■ ■ ■ + a™j««i = 
Hierdurch erweisen sich die a als Elemente einer orthogonalen 
Determinante. Wir können sogleich die Untersuchung dahin vervoll- 
atändigen, dass wir für diese Determinante den Werth -j- 1 aufzeigen. 
Die Determinante der Grössen a lässt sich ja in der Form des 
Produktes: 

MB^^ — B, 20B13 
2iB., 2hB,.- 



B" 



2hB„i 



26£„ä 



■ 2bBi^ 

■ 2iB2„ 



schreiben. Wir multiplizieren dessen zweiten Faktor mit der Deter- 
minante der h. Dabei haben wir zu beachten, dass 



Snbji + ■ 
Bnin + ■ 



. ^B^.lj,^ ... J^B,„hj, = 
. + Bah + f- 7?,-„6,„ = B 
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162 Tlieil 11: g 47, Die Aufgabe von Cajley. 

woraus nach Multiplikation mit 2h und weil 
hj,= - hj 

folgt: 

2})Bnbj^ H h {UBii — B) hl H h BiJ>j^ = Bbfj 

2hBnhn H h {2&Bi,- — J3) 6 -j + Bi.h. = Bb 



Es geht ßua diesen Foiineln hervor, dasa', wenn man j 
Determinanten-Produkt nach Zeilen ausführt, man als Ergebnias er- 
hält iJ°, multipliziert mit der Determinante der 6, also noch einmal 
multipliziert mit B. Es ergiebt sieh daher im Ganzen B''+^. Deshalb 
ist die oben, innerhalb der Produktdarstellung der Determinante | ü/j \ 
auftretende Determinante gleich B", mithin jene selbst gleich --|- 1. 

Auf diesem Wege erhält man eine orthogonale Determinante, 
deren Eiement-e sieh rational darstellen lassen durch \n(n — l) 
unabhängige Grössen, nämlich die b^j. Die Grosse b kann man der 
Einfachheit wegen gleich 1 annehmen. 

Bezüglich einer wichtigen Bemerkung, die Kronecker ku dieser 
Lösung des Problemes durch Cayley gemacht hat, kann man die vor- 
letzte Seite einer Arbeit von Netto einsehen. 

Netto, Über orthogonalo Sulistitutiouen, Act, math. ßd. 9 (1887) 
[296—300] S. 299 f. 

Für n = 2 sind die Elemente der Determinante der a (wenn 
h^2 =^ — ftjjj = A gesetzt wird) 

1 — ;!.' __2i 

1 + r 1 4 r 



Wenn man für den Fall m = 3 aDsetzt: 

B—\ — r 1 J 
i (i — i 1 
ao ergeben sich für die Elemente ß die folgenden Werthe: 

35 ''^B ' B 

„— r + ^)i 1 + (1= — t' — i^ „ ^ + (tp 

i 35 — 5 i ~js- 
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g 47. Die Aufgabe von Cajlej. 163 

Die orthogonalen Determinanten treten im Besonderen bei geo- 
metrischen Fragen hervor und gerade für n = 2 zeigen sie sich bei 
der Verwandlung rechtwinkliger Koordinafcenaxen in der Ebene von 
Bedeutung, sowie für n = 3 bei der entsprechenden Aufgabe für 
den Kaum. 

Wenn man ein System rechtwinkliger Axen in ein anderes, 
gleicherweise rechtwinkliges zu verwandeln hat, ohne den festen 
Anfangspunkt der Koordinaten zu ändern, so werden die Koeffizienten 
der ümwandlungsformeln genau die Elemente einer orthogonalen De- 
terminante. In dieser Gestalt stellte sich unsere Aufgabe zum ersten 
Male Euler dar. 

Die Aufgabe Cayleys kann auch in dieser Form ausgesprochen 
werden: Es soH mit Hilfe von ^n(n — 1) Grössen ein Ausdruck für 
die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution gefunden werden, 
einer Substitution also, die die besondere quadratische Form 

xl -i- xl -\- ■ ■ ■ -\- x^ 
unverändert lässt oder, wie man auch sagt, in sich selbst überführt. 

Mit Eüeksieht auf diese Auffassung ist die Aufgabe in dem Sinne 
erweitert worden, dass man an Stelle der vorausgehenden besonderen 
quadratischen Form eine allgemeine quadratische Form zu Grunde 
gelegt hat. 

Mit dem Fall der ternärea und quatemäten Formen hat sich zueret Hermite 
besctäftigt. 

Hermite, Sur la th^orie des formes quadratiques temaires indöfiniea. 
Joum. f. Math. Bd. 47 (1854) [307—312], 

Hermite, Sur la theorie des formes quadiatiques. Joum. f Math. Bd. i7 
(1854) Premier memoire [313—342] second memoire [343—368]. 

Hermite, Eemarques sur un memoire de M. Cayley relatit aus d^terminanta 
gauches. Cambr. Dubl. math. Joum. vol. 9 (1864) [63—67]. 

Erweitemngeii der gedachten Aufgabe sind ferner in den Aufsätzen be- 



Cantor, G,, De transformalione formarum temariarum quadraticarum 
Halle 1869. (Habilitationsschiift.) 

Bachmann, Untersuchungen über quadratische Formen. Journ. f. Math. 
Bd. 76 (1873) [331—341]. 

Tannerj, Siu' lea Bubstitutione linöaires par lesquelles une forme quadra- 
tique temaire se reproduit eUe-m§me. Bull, sc, math. t. 11. sec. sem. (1876) 
[221— 2S31 

Frobenius, Über lineare Substitutionen und bilineare Formen. Journ. 
f. Math. Bd. 84 (1878) [1-63], 

Prym, tfber orthogonale, involutorisohe und orthogonaJ-involutorisehe Sub- 
stitutionen, Gfes. d. Wies. Göttingen, Abhandl. Bd. 38 (1892) [1—42]. 

Loewy, Sur les formes quadratiques döflnies ä ind^terminöes cörguguöes 
de M. Hermite... C. E. t. 123. juill.— d^c. (1896) [168—171]. 

Loewy, Über bilineare Formen mit konjugirt imaginären Variablen. Nova 
Act. Leop. Bd. 71. Nr, 8 (1898) [379—446], (Habilitationsschrift,) 

Man vergleiche Meyer in Encycl. d, math. Wias. IB2. Invaiiauten theorie 
Art. 3, 

11* 
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IM Theil 11: g 47, Die Aufgabe von Cayley. 

Die LiteratuJ- über orthogonale Determmanfcen betreffend wollen 
wir die folgenden Arbeiten anführen: 

Buler, Problema algebraicum ob affectiones proreuB eingulai'es memorabile. 
Novi Oomm. Petrop. t, 16 pro anno 1770 (1771) [75-106], 

Euler, Ponnulae generales pro translatione quacunque corporuin rigidorum. 
Novi Comm. Petrop. t. 20 ^ro anno 1775 (1776) [189—238] S, 217, 

Cauchy, 9ur Vöciuation ä Paide de laqueUe on d^termine les inögaJit^s 
säciilaires des mouvewents des planstes. Ezercicea de math^matiquefi, quatriäme 
aimee (1829) [140—160] = Oeuvres complötes d' Augustin Cauchy. 2, sör. t, 9. 
Paris 1891 [174—195]. 

Jacobi, De binis quibuslibet funcfcionibuB bomogeneis seeundi ordinia per 
Bubatitutiones lineares in alias binaa trausformandis, quae solis quadratis varia- 
bilium conatant; una cum variis theorematis de transformatione et determina- 
tione integralinm multiplioimn, Joum, f. Matb. Bd. 12 (1S34) [1—69] S, 7, 
Wieder abgedruckt in Jacobi, Ges, Werke Bd, 3, Berlin 1884 [193—268]. 

Jacobi, Sulla condizione di ugTia§:lianza di due radici dell' eqnazione 
cubica, dalla quäle dipendono gli asai prinoipali di una superficie del eecond' ordine, 
Joum. f. Matb. Bd. 30 (1845) [46—50], wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke 
Bd, 3, Berlin 1884 [461—465]. 

Cayley, a,a.ö. SieheLiteraturbeiicbt auf 8, 60, Joum.fMatb, Bd,32 (1846). 

Scblaefli, Über liie Relation zwischen den neun Kosinus, durch welche 
die gegenseitige Lage zweier rechtwinkliger Koordinaten- Systeme bestimmt wird. 
Aroh. d, Math. 13. Theil (1849J [276—281]. 

Sylvester, On tbe principles of tbe calculus of forms, part 1, sect, l^G. 
Camb. Dubl, math. Joum. vol, 7 (1852) [52—97, 179— 317J, 

BrioBchi, Note sur nn, thöoröme relatif auK dötermmants gauches. Journ. 
de math. (Liouv.) t 19 (1854) [253—256], 

Hesse, Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene 
homogene Punktionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die 
Quadrate der Variabein enthalten, Journ, f, Matb, Bd, 57 (1860) [175—182], 
Wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Mönchen 1897 [489—496]. 

Schlaefli, Über invariantive Elemente einer orthogonalen Subatitution, 
wenn dieselbe ala Ausdruck einer Bewegung jeder Gruppe von Werthen der 
Variabein aua dem identischen Zustande in den transformirten gefasst wird, 
Jonm. f, Math, Bd, 65 (1866) [185—187]. 

Veitmann, a. a. 0. Siehe Literaturbericht auf S. 60, Zeitschr, f, Math. 
16. Jahi^, (1871) S, 523, 

Siacci, Quistioni. Giom, di Batt, vol, 10 (1873) S. 188, 

Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad elementi binomii ed appli- 
caaione alle questioni 1« 2», 3", i\ Giorn, di Batt, vol. 10 (1872) [279—293] 
S. 285 ff, 

Siacci, a, a, 0, Siehe Literaturbericht auf S, 107, Ann, di mat, ser, 2. 
t, 5, S. 302, 

Voss, Zur Theorie der oi-thogonalen Substitutionen, M, A, Bd. 13 (1878) 
[320—374], 

Stieltjes, Un th^orfeme d'algöbre, Act, math, Bd, 6 (1885) S, 319 f, 

Loria, Su una proprietä del determinante di una soatituzione ortogonale. 
Jörn, de sc. math. vol. 7 (1885) [129—133]. 

Netto, Über orthogonale Substitutionen. Act math, Bd, 9 (1887) [295— 300], 

Voss, über biliueare Formen. Ges. A. Wiss, Göttingen Nachr. (1887) 
[424—433]. 

Kronecter, Über orthogonale Systeme. Math, MJtth. Sitzber. Berlin 1890 
[359-375, 389-395, 457—465, 667—579, 651—668] = Akad, Berlin Ber, 1890 
[526—641, 601—607, 691—699, 873—886. 1063—1080]. 

Kronecker, Anwendung der Modnlsyateme auf Fragen der Determinanten- 
theorie. Joum. f Math, Bd. 107 (1891) [254—261]. 
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Netto, Anwendung der Modulsjsteme auf eine Fi-age der Deterininanten- 
thwrio. Journ. f. Math. Bd. 108 (1S91) [144-146]. 

Igel, a. a. 0. Monateli. f. Math. 3. Jahrg. 1892. 8. 60 f. 

Netto, Zur Theorie der orthogonalen Determinanten. Act. raath. Bd. 19 
(1895) [105— IUI 

Man vergMche überdies Scott, Det, 1880. chap. 11 [146— 159j, Baltzer, 
Det. 1881. g 14 [183—216]. 

Im Folgenden werden wir noch verschiedene der wichtigeren 
Lehrsätze verzeichnen, die Ober orthogonale Determinanten aufgefunden 
worden sind. 



§ 48. Der Lehrsatz von BrioscM. 

Es seien die a,j die Elemente einer orthogonalen Detern 
D (= + 1) und man bilde daraus die Determinante 



I %^ + X, H^a 

^si «^aa ~r ^ ' 



-f(x) 



Die Gfleichnng 

f{x) - 

ist eine reziproke Gleichung, die für ein ungerades m die 
Wurzel X '=' — D besitzt und ausserdem keine reelle Wurzel 
und für ein gerades wund für J) = — 1 die Wurzeln a: = + 1 
und ausserdem keine reelle Wurzel. (Erioscbi a.a.O. SieheS.164,) 

Entwickeln wir nämlich f(x) nach den Potenzen von x mit Hilfe 
der Anweisung, die wir früher mitgetheilt (Siehe § 11), so erkennen 
wir folgendes. Die Koeffizienten von «*' und if"' sind die Summen 
der Hauptminoren beziehungsweise der Ordnungen (w — W) und Ä. 
Jeder Haupfcminor von der Ordnung Is, hat zum Komplement einen 
Hauptmmoi dei Oidnung (w — )t) und nach einem oben bewiesenen 
Satze, dei snh auf orthogonale Determinanten bezieht, ist der eine 
von ihnen gleich dem anderen, multipliziert mit D. Also sind die 
Koefhzienten von & und j-"— * unter einander gleich abgesehen von 
einem Faktui D {"= + 1) . Man erhält dann genau: 

Wenn also die Gleichung x zur Wurzel hat, wird sie auch eine 
Wurzel (1 : x) besitzen oder sie wird eine reziproke Gleichung sein. 
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Setzen wir in der letzten Gleichung 
a; = — D 
90 ergiebt sici, weil doch auch (i : x) = — D ist (da ja -0 = + ^) 
f(- -ö)- (-!)•• -O-Y(--O) 

Ist n uugeradü, so kann diese ttleichung nnr befriedigt werden, 
wenn /*( — X*) verschwindet, mithin wird dann x = — 1) eine Wurzel 
von f(x). 

Ist n gerade und 2> = — 1 , so kann die nämliche Gleichung 
auch nur, wenn sich wieder dieselben Nebenumstände verwirklichen, 
bestehen, das heisst, es muss wiederum f{ — D) verschwinden. Dann 
wird also — D =^ -\- \ eine Wurzel von f sein. Und es wird dann 
auch X = — 1 eine Wurzel von /' sein, weil, setzen wir in der all- 
gemeinen Gleichung oben 

D = — 1 und X = — 1 , 
hervorgeht; 

/■(- 1) - (- 1)-Y(- 1) 

Daraus folgt aber für ein gerades n /'( — 1) = 0. 

Nun erübrigt noch zu zeigen, dass alle die andern Wurzeln 
nicht reell sind. 

Wir bilden das Produkt f(x) f{ — x) . Hiezu setzen wir 






Gemäss den Eigenschaften der orthogonalen Determinanten er- 
liebt sieh 



s Produkt 


n der Gestalt ersch 


int 




1 — iC^ 


,(«.. -«,l)^,■ 


• ■ (<». - «.. 


)x 


(fflai — %s 


^ , 1 — s' , ■ 


■ ■ {a^n — »«s 


)x 


K.-«.. 


)x,(a„^a„)x,- 


■ . 1-x' 


1 
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5 48. Lehrsatz v 



ii- 



Ki-%„), («„. 



- »:) , ■ ■ ■ (fta« — «^2) 

- ffä-O > ■ ■ ■ (■„.- ~ ^) 



Wir bemerken, dass alle Hauptrnmoren innerhalb einer Determi- 
nante, die man aus der vorliegenden erliält, wenn man an Stelle der 
Hauptelemente Null einsetzt, durchgängig halbsymmetrisehe De- 
terminanten sind und dass sie demzufolge gleich Null sind, sobald 
ihre Ordnungszahl ungerade, vollständige Quadrate aber, sobald 
die Ordnungszahl gerade ist. (Siehe § 16.) 

Erinnert man sieh der Anweisung zur Entwicklung dieser Deter- 
! nach Potenzen von 



80 leuchtet hier ein, dass diese Entwicklung nur Glieder mit Potenzen 
n,{n — 2),(n — 4) ■ ■ ■ jenes Binomes enthalten wird, deren Ko- 
effizienten Summen von Hauptminoren gerader Ordnung sind und 
folglich als Summen von Quadraten stets positiv ausfallen. 
Die Entwicklung wird also diese Gestalt zeigen: 

wo A2 Ä^. . . positive Zahlen sind. 

Für einen beliebigen reellen Werth von a: wird mithin die linke 
Seite dieser Gleichung stets einen positiven Werth erhalten und wird 
daher nicht Null sein können oder wenigstens nur dann, wenn in ihr 
das letzte Glied den Paktor | enthält. Dies erfordert aber, dass A„, der 
Koeffizient von ^**, verschwinde. Mithin muss entweder n eine unge- 
rade Zahl sein oder aber, im Fall n als gerade angenommen würde, 
so müsste, wie dies oben auf andere Weise deutlich gemacht wurde, 
J) der Werth — 1 beigelegt werden. 

In diesen Fällen gerade können einzelne von den Wurzeln mit 
Wurzeln der Gleichung 

X — ^ = 

zusammenfallen, nämlich die Wurzeln + 1 . 

Und wirklich würde man nachweisen können, wenn D = ~ l 
und n gerade, dass dann A„, also 
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Theil 11: § 43, Lehrsätze von Siaoci. 
a~,, ^ «21 ■ ■ ■ 



gleich Null ist. Dies ergiebt sich hier aber auf mittelbare Weise 
aus den obigen Darlegungen, denn, wenn A„ von Null verschieden 
wäre, so würde f(x).f{— x) keine reellen Wurzeln haben können, 
während wir doch wissen, dass für ein gerades n und für Z) = — 1 
dies Produkt sicher + 1 zu Wurzeln hat. 



g 49. Lehrsätze von Siaoci. 

Es ist hier der rechte Ort, verschiedene Lehrsätze aus den oben 
(Siehe S. 107) angeführten Abhandlungen von Siacci vorzutragen, 
Detenninanten betreffend, die aus den Elementen anderer Determi- 
nanten gebildet sind. 

Wenn man die Elemente der Zeilen einer orthogonalen 
Determinante w-ter Ordnung, deren Werth £ = + 1 ist, der 
Reihe nach mit k^, Kj, . , . k« multipliziert und dann mit den 
Elementen der Zeilen einer andern orthogonalen Determi- 
nante derselben Ordnung, die denselben Werth e hat, additiv 
verbindet, nachdem diese Elemente gleicherweise mit 
/3^, ßi, - ■ ■ ßn multipliziert sind, so erhalt man die Elemente 
einer Determinante, die sich nicht ändert, wenn man die k 
und die ß mit einander vertauscht. 

Mögen die Elemente der ersteren Determinante an heissen und 
hii die der zweiten. 

Es wird bei gedachtem Verfahren die Determinante hervorgehen: 



«1%. + ß,t>n , 



«.Ol. + (i.6i. 
«.a„ + (i.S.. 



Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen nach 
der bekannten Bege! (Siehe § 2, 9), so erhalten wir eine Summe von 
Determinanten nach Art des folgenden Ausdrucks: 



(-!)• 



. fr.+, ■ 
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g 49. Lehrsätze von Siacci. 169 

wobei durch (ij_ i^ . . . i„) eine Permutatioii der Zahlen 1, 2, ... w dar- 
gestellt wird. Eigentlich erscheinen die Spalten der Determinante 
nicht in der Reihenfolge, wie wir sie verzeiehnet hahen, sondern im 
Gegentheil der Art geordnet, dasa die Ordnungszahlen \i^ . . .i„ nach 
wachsender Grosse auf einander folgen. Wir haben deshalb den Faktor 
( — 1)' vorangestellt, wobei s die Anzahl der Inversionen anzeigen 
soll, die innerhalb der Permutation (i^ ■ ■ ■ ■*«) vorkommen. 

Wir entwickeln nun die vorher niedergeschriebene Determinante 
nach Produkten der Minoren, die in den ersten k Spalten enthalten 
sind, in ihre Komplemente. Ein jeder solcher Minor ist, gemäss den 
Eigenschaften orthogonaler Determinanten, gleich seinem Komplement 
innerhalb A oder B, beziehungsweise multipliziert mit e, womit der 
gemeinsame Werth der beiden Determinanten A und B bezeichnet 
wird. Da £^ =r 1 , ergiebfc sich also, dasa der Werth der oben ver- 
zeichneten Determinante derselbe ist, wie für diese Determinante: 

^1*1 ■ ■ ■ hl), dift+i ■ ■ ■ *^ 



Multiplizieren wir sie mit 

(- !)■ ft, • ■ ■ h «..+, ■ ^ ■ «.. 

SO erhalten wir augenscheinlich ein anderes Glied aus der Entwicklung 
unserer vollständigen Determinante mit binomischen Elementen und 
dies Glied wird, nach unseren Eröi-terungen, dem oben aufgezeichneten 
Gliede gleich werden, wenn darin die a mit den ß vertauscht werden. 
Wir dürfen also behaupten, dass hei geeigneter Entwicklung obiger 
Determinante mit binomischen Elementen die Glieder der Entwicklung 
sieh dergestalt zu zwei und zwei zusammenordnen lassen, dass man 
das eine von ihnen aus dem andern durch Vertauschung der a mit 
den ß gewinnt. In Folge dessen ändert sich die ganze Determinante 
bei dieser Vertauschung nicht. Aus dieser Beweisführung entspringt 
auch der Satz: 

Wenn die gegebenen orthogonalen Determinanten nicht 
beide den Werth s besitzen, sondern die eine «, die andere 
— £ gleich kommt, dann ändert die aus ihnen hervorgehende 
Determinante bei Vertauschung der a mit den ß ihr Zeichen, 

Setzt manr 
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und bouchtet, dass dann bei Veriauschung der « und ß jedes Element 
sein Zeichen wechselt, so ergiebt sich: 

Wenn man toxi den Elementen einer orthogonalen De- 
terminante ungerader Ordnung die einer andern abzieht, 
welche denselben Werth haben mag, so entsteht eine De- 
terminante, deren Werth Null ist. 

Und setzt man im Gegentheil 

«,-«,-.-.-«.- 1 ft _ ft _ ^ . . _ (j. _ 1 

so erhält man den Satz; 

Wenn za den Elementen einer orthogonalen Determi- 
nante Yon beliebiger Ordnung und dem Werthe £(=+1) 
die einer andern orthogonalen Determinante von derselben 
Ordnung und dem Werthe — e hinzugefügt werden, so ent- 
steht eine Determinante mit dem Werthe Null. 

Auf ähnliehe Art lässt sieh der weitere Lehrsatz nachweisen: 

Wenn au den Hauptelementen einer orthogonalen De- 
terminante E von beliebiger Ordnung einmal die Grössen 

hinzugefügt werden, ein andres Mal die Grössen 



so ergeben sich zwei gleiche Determinanten, wenn 
a^ a^ ... ci„ = £ . 

Denn entwickeln wir die erste Determinante nach den Produkten 
der «,...«„, 80 wird ein beliebiges Glied dieser Entwicklung lauten 
(Siehe § 11) 

«,-^ tti^ ... Ui^.M 

wo M derjenige Hauptminor der vorgelegten ursprünglichen Deter- 
minante ist, der weder Zeilen noch Spalten mit den Ordnungszahlen 
ii »2 . . . ik enthält. 

Auf Grund der Lehraätze von Minoren orthogonaler Determinanten 
ergiebt sich, dass M gleich ist seinem Komplement, multipliziert 
mit £ (da doch e den Werth der gegebenen Determinante vorstellt). 
Nun geht aber aus 
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alao können wir sagen, das oben verzeichiiete Glied komme (inso- 
fern £* = 1) 

L_,„iir 

gleich, wenn mit M' das Komplement von M bezeicinet wird. In- 
dessen ist dies ein Glied der Entwicklung der zweiten dargestellten 
Determinante und somit erscheint unsere Behauptung erwiesen. Diese 
Lehrsätze werden in der oben (Ende des § 47) angeführten Arbeit 
yon Albeggiani (auf Seiten 285^290) mittelst eines Verfahrens be- 
wiesen, welches im Wesentlichen mit dem übereinstimmt, dessen wir 
uns hier bedient haben, das aber in seiner Form unnöthiger Weise 
mehr verwickelt ist. 

Ein anderer Lehrsatz von Siacci ist der folgende; 

Zu den Hanptelementen einer orthogonalen Determi- 
nante £ füge man die Einheit hinzu. In der so hergestellten 
Determinante R betrachte man das Komplement eines Haupt- 
elementes und zwar heisse dies Tf^i. Man wird dann die 
Beziehung gewinnen 

iJ = (l + s)Bi,,. 

Denn entwickeln wir B auf gewohnte Art, nämlich als Summe 
all seiner Hauptminoren und der Einheit (Siehe § 11), so ergiebt sich 

wobei die Summiernng überall auf alle Werthe der Zahlreihe 1,2,... n 
ausgedehnt verstanden werden soll. 

Die rechte Seite der Gleichung lässt sich auch, wie folgt, um- 
wandeln. 



U+2''..+2"\ZZ\ + - 
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Man soll hier bei dem Symbol ^ daran denken, dass von den 
Werthen der Kennziffern i,j immer der Werth h ansgescliloasen sei, 
dergestalt, daas dann der erste Theil des recbtsaeitigen Ausdruckes, 
den wir (Ä) nennen wollen, nichts andres ist, als die Entwicklung 
Yon Ulli- 

Der zweite Theil, wir nennen ihn (B), ist nun, abgesehn von 
einem Paktor e, gleich dem ersten. 

Multiplizieren wir ihn uamlich mit i, so ergiebt sich 



1 + fa» + s2 



Nun ist gemäss den geläufigen Beziehungen zwischen den Minoren 
einer orthogonalen Determinante £»** gleich dem Komplement von 
akk innerhalb der gegebenen orthogonalen Determinante, also gleich 
dem letzten Glieds von {Ä) und so ist auch jedes der Produkte 

I '*** "'*'■ i /■ 1 O J 1 -j I 1 \ 

s\ I (i = l, 2, . . . h — 1, K + 1) ■ - • ™) 

einem unter den Gliedern der vorletzten Summafcion in (J.) gleich. 
Im Verfolg dieser Überlegung erkennt man, dass 

«(-B) - (Ä) 
oder auch 

(B) _ 4Ä) - «ü„ 

und daraus geht die im Lehrsatz verzeichnete Formel hervor. 
Hieraus ergiebt sich: 

1. Wenn £=+l| so sind sämmtliche Komplemente der 
Hauptelemente von R unter einander gleich und gleich ^B. 

2. Wenn = — 1 sowirdi? = 0. 

Dieser Lehrs a dmg« nnter abweichender Form mid mit anderer 

Beweisfülirung, find h S cci (a. a, 0. Ann. di mat. vol. 5. S. 302), Da- 

gegen kommen bei Anw nd ae d nämlichen Daratellungsfonn noch Einzelheiten 
hiervon in einem n 4iif ze Wettoa zur Sprache (a. a. 0. Act. math. 

Bd. 19. S. 109 ff.). 

Netto spricht diesen Lehrsatz bei Gelegenheit eines anderen 
Lehrsatzes von Stieltjes aus, zu dessen Erörterung wir nun über- 
gehen wollen. 
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§ 50. Lehrsatz von Stieltjes. 

Das Ergebniss unserer Untereuehvmg ist das folgende. Wenn wir 
zu den Hauptelementen einer orthogonalen Detenninante £ die Einheit 
hinzufügen, ao stellt sich eine Determinante It heraus, die mit einem 
beliebigen ihrer Hauptminoron B^), von der Ordnung {n^ i) durch 
die Beziehung 

iJ = (1 -{- e) B,, 
verbunden ist. 

Wir wollen nnn die entsprechende Untersuchung für einen Minor 
nntemehraen, der kein Hauptminor M^k ist. 

Man erkennt leicht mittelst eines ähnlichen Verfahrens, wie wir 
ea oben benutzt haben, dasa 

Indessen erhält man vermöge der Eigenschaften der reziproken 
Determinanten (Siehe S. 33 f.), wenn man mit B/ci,u daa Komple- 
ment von 

I «(:* + 1 dkl I 

I »I* ttif + 1 I 

einen der Hauptminoren (n — 2)-ter Ordnung bezeichnet, 

I JSu Rh I ■ "*'" 

und daraus orgiebt sich die Formel: 

Bl,E(l + £y = R [(1 + iyR,>.-,u — R] 

Es liefert nun diese Formel im Verein mit der fi-iihereu das 
Ergebniss: 

Ist £ = + 1, dann werden, wenn iJ = 0, auch alle seine 
Minoren der Ordnung (« — 1) gleich Null sein. 

Und zwar ist dieser Satz nur ein besonderer Fall des Lehi^atzes, 
den Stieltjes ohne Beweis in Bd. 6 der Acta math. gegeben, der in 
seiner allgemeineren Fassung folgendermaasaen auszusprechen ist: 

Es seien «,;, h/j die Elemente zweier orthogonalen De- 
terminanten vom Werthe 6=-(-l, dann werden, wenn die 
Determinante mit dem allgemeinen Elemente 

«u + h, 

verachwindet, auch alle ihre Minoren der Ordnung (w ^ 1) 
verschwinden. 
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Theil H: § 50. 



1 Stioltjes 



In dieser allgemeineo Form ist der Lehrsatz durcli Netto (a.a.O. 
Act. math. Bd. 9 und 19) bewiesen worden. 

Wir wollen jetzt sehen, wie man den allgemeinen Satz aus dem 
schon erwiesenen besonderen Falle heraus ableiten kann. 

Bilden wir das Produkt von 






im ■ 



■ «1« + ^1« 
= 1 



■ hnn 



Wenn man an die Beziehungen zwischen den Elementen einer 
orthogonalen Determinante denkt, so ergiebfc sich: 



Ii = D,. 



^a^Mi 



^a-aibii 



^aniii + 1 , ■ • ■ ^a2iKi 



^a^ihi 



^a^iKi + 1 



und diese Determinante R wird, da .B = 1 ist, ihrerseits der Deter- 
minante D gleichkommen. Die zuletzt verzeichnete Determinante M 
hat nun die Gestalt unserer Determinante H, wie sie in den voraus- 
gehenden Betrachtungen vorkam, da eine Determinante, die man aus 
ihr ableiten würde durch Subtraktion der Einheit von ihren Haupt- 
elementen, nichts andres ist, als das Produkt der beiden vorgelegten 
Determinanten A, If und daher bekanntlieh auch wiederum eine ortho- 
gonale Determinante. (Siehe S. 159.) 

Machen wir die Annahme D^O, so ist die letztere Determi- 
nante E auch NuU und daher werden nach dem vorangehenden Lehr- 
satze alle ihre Minoren der Ordnung (n — 1) vei'sch winden. 

Betrachten wir nun zum Beispiel den Minor, der Komplement 
des ersten Elementes in D ist. Wir dürfen ihn schreiben: 



1 

^1 + hl 







a„i + Ki, ßn2 + 6»a 




«„+6,. 
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§ 5!. Determinanten der Ordnung „unendlifit' 
Mit B multipliziert liefert er: 

I ^11 hl ■■ ■ *"i 

\ ^a^ihj, ^ff„-feä,- , ■ ■ ■ ya,aKi + 1 , 

Entwickeln wir hier nach den Elementen der ersten Zeile, so er- 
halten wir eine Snmme von Produkten, in denen diese Elemente mit 
Minoren von It der Ordnung (w — 1) verbunden erscheinen, und daher 
versehwindet, wenn D ^0 ist, auch diese letzte Determinante. In 
Folge dessen ist der von uns herausgehobene Minor von D gleich 
Null. Hiermit erscheint der Lehrsatz von Stieltjes erwieaen. 

Dieser Satz ist übrigens ein besonderer Fall eines schon von 
Frobenius (Joum. f. Math. Bd. 84 1878) ausgesprochenen Satzes. 
Man vergleiche 

VoBs, Ober die cogrcdienten Transformationen einer bilinearen Form in 
Bicii selbEt. Akad. München. Abb. Bd, 17 1890—91 (1892) [237—356] S. 256 ff. 

Muth, Theorie und Anwendung der Blementartbeiler. Leipzig 1899. 
S. XII f. Anm. 



§ 51. Determinanten, deren Ordnung unendlioh ist. 

Es ist noch nicht lange her, dass man Determinanten von der 
Ordnung unendlich in Betracht genommen hat, Determinanten also, 
die mit einer unendlichen Zahl von Zeilen und Spalten gebildet sind. 

Einen Anfang in dieser BicMung der Forschung bezeichnet der Aufsatz: 

Kötteritzscb, Über die Auflösung eines Syatemes von unendlich vielen 
linearen Gleichungen. Zeitsclir. f. Math, 15. Jahrg. (1870) [1—15, 229—268]. 

Demnächst wiu-de zu einer Untersuchung dieser Art der Astronom Hill 
durch eine Aufgabe aus dem Gebiete der Astronomie geführt. 

Hill, On the part of the motion of the lunar perigee whicb is a fonction 
of tbe mean motions of tlie san and moon. [reprinted, with som additions, ftom 
a paper published at Cambridge U. S. A. 1877.] Act. matb. Bd. 8 (1886) [1—36] 
S. 19 ff. und später. 

Poincar^, Eemarques sur l'emploi de la mßtbode pröcfidente. (Bs geht ein 
Anfsata von AppeU voraus.) Bull. soc. matb. de Fr. t. 13 1884—1886 [19—27]. 

Bndlich machte wiederum Poincarö daraus den Gegenstand eines beson- 
deren Aufsatzes: Sur lea determinanis d'ordre infini. Biul. boo. math. de Fr. 
t. 14 1885—1886 [77—90]. 

Danach ist derselbe Stoff noch einmal durch Helge von Koch auf- 
genommen worden bei Gelegenheit einer Frage bezüglicli der hnearen Differen- 
tialgleichungen, In einer zweiten Abhandlung dieaeB VerfaBsers finde» sich die 
Determinanten von der Ordnung unendlich in einer gewissen Ausdehnung be- 
handelt. 
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17Ö Theil II: g 51, Determinanten der Ordnung „imendlicli''. 

Helge YOn Koch, Sur une application des dÖterminants infinis k la 
thi^orie des Öqnationa difförentielles linöaires. Act. math. Bd. 15 (1891) [53 — 63]. 

Helge von Koch, Sur les döterminants mfliÜB et iee öquations diffören- 
tielles hnöaires. Act. matli. Bd. 16 (1892. 1893) [217—295]. 

Eine neuere zusammenfasaende Daratellung oietet 

Cazzaniga, Sui determinanti d'ordine Ttifim 'tn, Ann. di mat. aer. 2. t. 36 
(1897) [143—217]. 

Cazaaniga, Intorno ad un. tipo di determinanti nulli d'ordine inflnito. 
Ann. di mat. aer. 3. t. I (1898} [83—94]. 

Cazzaniga, Appunti sulla moltiplicaziüue dei determinanti normaloidi. 
Ann. di mat. aer. 3. t. 2 (1899) [229—308]. 

Cazzaniga, Intorno ai reoiproci dei determinanti normali. Acc. Tor. 
vol. 3i 1898—99 [496—614]. 

Man vergl. auct Pringsheim in Encycl. d. math. Wiaa. I, A. 3. Irrational- 
zahlen und Konvei^enz unendlicher Proaesae. Art. 58 u. 69, 

Betrachten wir eine Matrix, bei der die Elementö der Haupte 
diagonale gleich 1 sind, 



1 



Wir wollen davon n Spalten und n Zeilen herausheben und die 
diesen zugehörige Determinante bilden. Lassen wir daranf n sieh 
ändern, so erhalten wir fär letztere eine unbegrenzte Folge von 
Werthen. Besteht überhaupt für diese Folge ein Grenzwerth, so 
werden wir ihn als Determinante der Ordnung unendlich bezeichnen. 
Poincare bat eine hinreichende Bedingung dafür aufgefunden, daas 
eine so gestaltete Determinante konvergent ist. 

Diese Bedingung wird in der folgenden einfachen Fassung aus- 
gesprochen: 

Wenn die Doppelreihe 

wobei i von j verschieden ist, konvergiert, dann konvergiert 
auch die Determinante, deren Hauptelemente gleich 1 sind. 
Es würde sich ja die Detei-minante D für den Fall eines end- 
liehen Werthes n aus dem Produkt: 

//=[i-l-!a,,| + Ki! + ---]x 

X[l-^\a,,\ + \a,,\ + -■■^X 

X ■ 
darstellen lassen, indem man dies Produkt entwickelte und dann den 
verschiedenen Gliedern der Entwicklung Koeffizienten 1, — 1, oder 
Null je nach den Umständen beifügte. Wir leiten hieraus ab, dass 
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aicherlich 7) dem absoluten Wertiie nach kleiner ist, als Tl. Wir 
wollen die beiden D und die beiden U, welche zwei verschiedenen 
Werthen yon n entsprechen, vergleichen. 

Setzen wir in D^+p oder auch in TI^-\.p gewisse Elemente gleich 
Null, so erhalten wir Z)„, n„. Die hierbei verschwindenden Gheder 
stellen also die Differenzen: Z)„-j-p — I>„, Il„j^p — i7„ dar. Andrer- 
seits sind die Glieder, die in i7„+^ zn Null werden, sämmtlich positiv, 
und einige von ihnen stimmen, wenn sie theils mit negativem Vor- 
zeichen, theils mit positivem versehen werden, mit denjenigen Gliedern 
überein, die innerhalb D^+p gleich Null gesetzt werden sollten. 

Wir können also schÜessen, dass dem absoluten Werthe nach 
auch die Differenz der beiden D kleiner ist, als die der beiden ent- 
sprechenden n, also: 

und dai'aus entnehmen wir, dass, wenn 77 zu einem Grenzvferth hin 
konvergiert, auch D einen Grenzwerth besitzt, weil ja dann die Gfrenze 
von (n ^ n') Null ist und also auch die Grenze von (Z) — D') 
verschwindet. 

Nun ist das unendliche Produkt TT konvergent, wenn die Reihe 



konvergiert, mithin erseheint der Lehrsatz bewiesen. 

l'ür den Fall, wo die diagonalen Elemente nicht gleich 1 sind, 
hat von Koch den allgemeineren Lehrsatz gefunden: 

Die Determinante konvergiert, wenn die Reihe der nicht 
diagonalen Elemente absolut konvergiert, und das Produkt 
der Diagonalelemente absolut konvergiert. 

Und wirklich, kou vergiert das unendliche Produkt 

und setzen wir 

an = a'ii -\- 1 , an = alj 

so folgt, dasB die einfache Reihe 

konvergent ist, mithin desgleichen die vollständige Doppelreihe 

^\ % I 
wo i gleich oder vei'schieden ist von ^', und hiemach gelaixgt man 
bei Wiederholung der oben angeeteUten Überlegungen ohne weiter 
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die Beachränktmg einzuführeiij daas i von j verschieden sei, zu dem 
Nachweise der Konvergenz unserer Determinante. 

Von Koch behandelt in der angeführten Arbeit die von ihm so 
benannten Determinanten der Normalform, und das sind solche, die 
den folgenden beiden Bedingungen Genüge leisten: Erstens, es soll 
die Reihe S | «y | (i von j verschieden) konvergent sein und zweitens, 
das Produkt 77 ] an | soll konvergieren. 

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, so weiss man, dass die 
unendliche Determinante konvergiert. Ausserdem wird nachgewiesen, 
dass nach einer Umstellung der Spalten und der Zeilen, bei der die 
diagonalen Elemente diagonale bleiben und mithin die nicht 
diagonalen auch nicht diagonale, man wiederum eine konvergente 
Determinante erhalt, die auch denselben Werth besitzt. Und deshalb 
kann man sie unbedingt konvergent nennen. (Siehe Acta matb. 
Ed. 16 S. 228 f.) Überdies beschäftigt sich derselbe Verfasser auch 
mit dem Produkt zweier normalen Determinanten und findet, dass 
dies nach demselben Bildungsgesetz auszuführen ist, wonach man das 
Produkt zweier Determinanten einer endlichen Ordnung herzustellen 
bat, und dass gedachtes Verfahren zu einer neuen und wiederum einer 
normalen Determinante führt, (a. a. 0. S. 231,) 



§ 52. Über geränderte Determinanten. Lehrsatz von Le Paige. 

Wir haben bereits in einem früheren Paragraphen (Siehe § 12) 
von einem Lehrsatz Kunde gegeben betreffs der Entwicklung einer 
goränderten Determinante, das heisst, einer Determinante, die man 
aus einer andern durch Hinzufügung einer gewissen Anzahl von Spalten 
und desgleichen von Zeilen erhält. Man führt die Entwicklung einer 
so gestalteten Determinante aus, indem man die Elemente der hinzu- 
gefügten Zeilen und Spalten zu EntwicklungsgrÖssen macht. 

Es ist nun von Wichtigkeit, von derartigen Determinanten diesen 
weiteren Lebi-satz darzustellen, der von Le Paige gefunden ist, 

Le Paige, Note eur les döterminants bordea. Bull. soc. rnath. de Fr. 
t. 8 (1980) [128—132], 

Der Deutlichkeit und Einfachheit der Eroberung zu Liebe setzen 
wir eine Determinante von der dritten Ordnung und zwar eine sym- 
metrische gegeben voraus 

«11 «la «13 

D= «31 «S2 % 

%i ^Bi '^aa 
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Fügt man ihr zwei Zeilen und zwei Spalten in der Weise hinzu, dasa 
man dabei eine symmetrische Determinante behält, so ergiebt sich etwa : 

'^11 %a <^i8 *i 2/i , 

«21 «32 «M ^ä */2 
%1 «S2 '^83 ^ Ps 

x^ i»;^ flTg 
?/i »/a 2/3 
L D reziproke Determinante in Betracht, 



Wir nehmen : 
nämlich 



A„ Ä,., A.> 



A,, A„ 



und multiplizieren D^ mit ^, nachdem wir in D", ohne eine Änderung 
des Wertlies der Determinante zu verursachen, wie folgt, geeignete 
Spalten und Zeilen hinzugefügt haben: 

^,1 A,^ A,^ I 

A^^ As Ö 

A^i A^S ^33 ü U 

10 

1 



I)^- 



ergiebt sich sodann 






D 2Au!C,, jÄi,y, 






J5 2A„!c,, 2A«ii, 




D'^ = 


ZI 2At,i>,, 2-i.„!l, 
X, X, X, 
Vi !/. ». 






iXi ^Ä2tXt ^A^iXi i x^ 

y, 2A.,y, 2ä„„ ^ ft 


X, X, 

V, y. 



Führen wir das Produkt der beiden Matrices nach der bekannten 
Regel (Siehe S. 30) aus, so erhalten wir nach Unterdrückung eines 
gemeinsamen Faktors D 
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I ^ÄijXiX) , ^AijXiyj j 

I ^^isVi^ , ^^jmj I 



D.z/ = 



Im allgemeinen Falle wird ein entsprechender Ausdnick für das 
Produkt 

z/ . D"-' 
hervorgehen, wenn hiebei Z) eine symmetrische Determinante und p 
die Anzahl der Zeilen und der damit üb ereinatinim enden Spalten be- 
deutet, die zur Erzielung der Determinante ^ mit J) verbunden 
wurden. Die Determinante, in der ein solches Produkt dann seine 
Darstelhmg findet, ist von der Ordnung p. 

Diese Eigenschaft wird bei Fragen der analytischen Geometrie 
benutzt. Man vergleiche beispielsweise: 

Hesse (Gtundelfinger), Vorlesangen über analytische Gteometrie des 
Eaumes, inabesondere über Oberflächen 2. Ordnung', 3. Aufl, Leipzig 1876, S. 179, 

Clebsch{Lindeinann), Yoiiesungen über Geometrie I, Leipzig 1S76. S. 909, 



§ 53. Maximalwerth einer Determinante. Untersuehuag von 
Hadamard. 

Von nicht geringer Wichtigkeit ist die folgende Frage: 

Nehmen wir an, dass die Elemente einer Determinante 
alle dem absoluten Werthe nach kleiner sind, als eine 
Grösse ts; welches wird dann die obere Grenze für den abso- 
luten Werth der Determinante selbst sein? 

Sylvester, Thoughts on inverse orthogonal matricee, aimultaneonE aign- 
succeBBioiiB, and teflsellated pavements in two or move colours, with applioations 
to Newtons rule, ornamental tile-work and the theory of numbers, part 1: 
Matrieea and sigD-aacoessiona. Phil, Mag, i. aer. rot, 3i (1867) [461—475], 

Hadamard, Resolution d'une question relative aus döterminanta, BiiU, 
BC, math. 2* ser. t, 17 (1893) 1« p. [340—246], 

Augenscheinlich ist der Ausdruck 
3*! a" 
sicher grösser als die obere Grenze des Werthes der Determinante, 
denn ihn würde man erhalten, wenn man alle Glieder der Determi- 
nante positiv annähme (während es in der Entwicklung einer Deter- 
minante stets positive und negative Glieder giebt) und wenn man 
dann an Stelle jedes einzelnen Elementes den Höchstbetrag der Element- 
werthe a einsetzte. Offenbar ist ein solcher Grenzwerth zu hoch, da 
er ja niemals durch die Entwickelung der Determinante erreicht 
werden kann. 
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Um uns Ton einem allgemeineren Gesichtapnokte ans unsei'ra Ziele 
zn nähern, wollen wir annehmen, die Elemente seien behebige kom- 
plexe triossen 

Ei sei J eine mit den gegebenen Elementen gebildete Determi- 
nante und ^ die auf gleiche Weise dargestellte, jedoch aus Elementen, 
die zu jenen konjugiert 5ind Dann werden offenbar ^ und z/' zwei 
konjugierte Glossen sein, dei Art, dass ihr Produkt dem Quadrate 
des Moduls von J gltichkommt, mithin in jedem Falle eine reelle 
und positive Gioase ist 

Betrachten wir che ei'sten p Zeilen ron z/ und die entsprechenden 
Zeilen von zl . Das Produkt der beiden aolchei^estalt ausgehobenen 
Matrices wird der Summe der Produkte gleichkommen, in denen die 
Minoren der einen mit den entsprechenden Minoren der andern ver- 
bunden sind (Siehe S. 30), also gleich der Quadratsumme der Moduln, 
die den Minoren der ersteren Matrix zngehören. 

Sind aij die Elemente von J und alj die von ^', so wird das 
Produkt der beiden Matrices von n Spalten und p Zeilen mit der 
Determinante 

P,-I»«l (i,i-l,2,...t) 

gleiobwerihig sein, wobei 

und augenscheinlich sind Sjj und s,-j konjugiert und die Hauptelemente 
Sti sind die Quadratsummen der Moduln, die den Elementen innerhalb 
einer Zeile von ^ angehören. 

Sondern wir innerhalb Pp den Theil ab, der das letzte Haupt- 
element als Faktor enthalt, so ergiebt sich: 



P, - s„P„_, + Q, 



Hierbei wurde gesetzt: 



s..«-i 



Man gewinnt also die Determinante Qp aus Pp, indem man darin NuU 
an die Stelle des letzten Hanptel 



einsetzt, 
i Komplement zu einem Hauptelemente in Qp (abgesehen vom 
letzten, wo es Pp_i beträgt) ist ein gewisses Qp—i, das man erhält, 
wenn man das Produkt der beiden Matrices bildet von n Spalten und 
gewissen {p — 1) in ^ und ^' ausgewählten Zeilen und sodann in 



y Google 



182 Theil H: § 63. MaximalwerÜi einer Determinants. 

der Determinantenform dieses Produktes an Stelle des letzten Hatipt- 
elementes Null treten lässt. 

Wir wollen nun die zu Qp reziproke Determinante Ijetraehtenj 
deren Elemente Sij keissen mögen, und aus ihr im Besonderen den 
Minor 

Is"t! C-i.^.---^-!) 

Dieser Minor wird gleiekkommen. Qj, , dies multipliziert mit dem 
Komplement des zu ikm homologen Minors in Qp (Siehe S. 34), einem 
gewissen Pp_a. 

Indessen ist Sph konjugiert zu Si,p und überdies 

&. _ ft_, 

S„ — P,_, 
Daraus erhält man 

wenn man unter 

den Modul der betreffenden Grosse S^h versteht. 

Wie aus dieser Formel unmittelbar ersichtlich ist, wird, wenn 
Qp—\ eine negative Grösse ist (da ja die P wesentlich positive 
Grössen sind), auch Qp negativ sein. Nun ist Q^^ — 1%!^ wirk- 
lich negativ, also wird es ebenso sein mit Q^, Q^, . . . und endlich 
auch mit Qp. 

Wir können also schliessen, dass die Qp sämmtlioh negative 
Grössen sind. 

Ausserdem können die Qp nur dann Null sein, wenn alle 
Elemente der letzten Spalte Null sind. 

Augenscheinlich kann, wenn Qp—i von Null veracbieden ist und 
mithin eine wesentlich negative Grösse, Q^ nicht verschwinden. 

Soll also Qp NuU sein, so muss sicher auch Qp—i Null sein; 
nehmen wir an, dass Qp—i nur verschwindet, wenn alle Elemente 

^Iji Sgp - ■ ■ St — 1,^ Si + i^^ ■ • ■ Sji_ijj, 

Null sind, so i^t die Folge davon, dass Qp nicht Null sein kann ausser, 
wenn die genannten Elemente verschwinden. Mit andern Worten, 
Qp wird nui ddun Null, wenn alle Elemente der letzten Spalte, ab- 
gesehen von 1/, p verschwinden. Nun ist aber h ein beliebiger Werth 
des Indes, lasst man ihn sich ändern, so gewinnt mau dabei die Be- 
dingung, dass sammtliehe Elemente der letzten Spalte verschwinden 
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müssen, wenn das nämliche bei Qp~i eintritt. Xun trifft es in der 
That bei 

^' ^ I Ssi I 

zu, dass s^2 = sein musa (oder auch, was dasselbe ist, dass Sgj = 0, 
indem ja s^^ konjugiert zu s^^), damit Q^ verschwinde, also ist der 
Lehrsatz erwiesen. 

Nachdem wir dies festgestellt, können wir zeigen, dass Pp höch- 
stens dem Produkte seiner Hauptelemente gleichkommt. 

Wirklich erkennt man aus der Formel 

wenn man annimmt, jene Eigenschaft bestätige sieh für Pp— i, und 
wenn man daran denkt, dass Q^ negativ ist, dasselbe Verhalten auch 
als Eigenschaft von Pp. 

Für P^ = s^^s^^ ~ \ Sj^ [^ ist augenfällig 
Pa<Sn% 
das heisst, für p ^ 2 wird thatsächlieh diese Eigenschaft bestätigt. 
Überdies ist zu dem Bestehen der Gleichung 

erforderhch, dass Qp Null sei und weiter noch 

Nun wird aber damit herbeigeführt, dass alle Elemente innerhalb Qp, 
die nicht Hauptelemente sind, verschwinden müssen. 
Man erhält für p ^ n, da P„ == | ^ |^ 

Wenn wir andrerseits für alle Elemente in Qn, die nicht Haupt- 
elemente sind, den Werth WnU voraussetzen, also % =^ bei i^j, 
so liegt auf der Hand, daas dann Q^ = 0, und in Folge dessen er- 
reicht Pn = \^\^ seinen Maximalbetrag. Also gilt der Satz: 

Wenn wir annehmen, dass die Moduln aller Elemente 
der Determinante höchstens gleich 1 sind, dann wird der 
Maxi malbetrag des absoluten Werth es der Determinante 
gleich der Potenz \n von n, und als die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die Determinante dann 
diesen Werth erreicht, ist das Verschwinden sämmtlieher 
Grössen S(, für *'=^j anzusehen. 
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Diese Bedingungen bestimmen die a als Elemente einer Determi- 
nante, die durch Sylvester den Namen umgekehrt orthogonal er- 
halten hat. 

Wir werden hierdurch zur Lösung der folgenden Aufgabe geführt: 

Mit Elementen, deren Modul den Werth 1 hat, soll eine 
Determinante dargestellt werden, die bei bestimmter Ord- 
nungszahl den Masimalwerth erreicht. 

Es beachUftigt sich mit dieser Aufgabe Sylvester in der ange- 
führten Arbeit, doch vergleiche man seine Ergebnisse mit den Be- 
merkungen von Hadamard (a. a. 0. S. 243), 

Mit Vortheil machen wir die folgende Anmerkung. Wenn die 
Elemente im Allgemeinen komplex sind, dann ist der höchste Werth, 
den, wie wir gesehen haben, der Modul der Determinante annehmen 
kann, die Potenz i^n von n. Eine Determinante, deren Modul wirk- 
lich einen solchen Werth annimmt, wird schlechthin aus komplexen 
Elementen bestehen. Ist n eine Potenz von 2, dann kann man eine 
Determinante mit Maxim albetrag in reellen Elementen herstellen, 
welche dann eben nur von den einzigen Werthen + * und — 1 ge- 
liefert werden können. Für andere Werthe von n würde es möglicher 
Weise Determinantön mit reellen Elementen, die den Maximalbetrag 
in Höhe der Potenz ^n von n erreichten, überhaupt nicht geben. 
Jedoch wird man in jedem Falle diese beiden Aufgaben sieh vorlegen 
können, die Hadamard am Schluss seiner beachtens werth en Arbeit 
ausspricht und die wir hier wiederholen: 

1. Für welche Werthe von n giebt es Determinanten mit Ele- 
menten + 1, — 1 oder überhaupt reellen Elementen, die den Werth: 
Potenz \n von n, erreichen? 

2. Wie würde man für jedes beliebige n Determinanten mit 
reellen Elementen, insbesondere +1, — 1 darzustellen haben, damit 
sie zwar nicht den Werth: Potenz \n von n, erreichen, aber dem 
absoluten Betrage nach dem höchst moghchen Werthe gleichkommen? 

Man vergleiche hierzu eine neuere Arbeit von Scarpis 
Scarpia, Sui deterrainanti di valore masKimo. Ist, Lomb, Reiid, (t808) 
[IUI— 14i6]. 



% 54. Kubische Determinanten und solche, deren Elemente von 
mehreren Indices abhängen. 

Der Gedanke, Determinanten in Betracht hu ziehen, deren Elemente von 
mehr als zwei Indices abhängen, ist wie öönther in seiner oftmals angeführten 
Schrift (S. 11 Anm.) bemerkt, ein Verdienst Vandermondes. 

Doch hat man für den Ersten, der hierin einen Ijestimmteren Schritt vor- 
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wärts gethan, De Gasparis anzuerkennen, mit einem beeondera und zwar unter 
dem Pfieudonym Jean Blaise Grandpas veröffentlichten Sehriftchen: Sur le3 
d^terminants dont les fl^menta ont pluaieura indieea. (35, Sept, 1861.) 

Zwei Jahre später veröffentlichte Dahlander in. Stockholm den AufsatE 
Dahlander, Om en klaes funttioner hvilka ega Sera egenskaper analoga 
med detenninantemes, Stockh. Vet. Ak, Pörh. 20. Jahrg. (1863) [296—304], 
Im Jahre 1868 folgten die Arbeiten von; 
Armenante, Sui determinanti eubici. Giorn. diBatt. vol.6 (1868) [175 — ISl], 

Padova, Sui determinanti cubiei. Giora. di Batt. vol. 6 (1868) [182—189]. 

Zehfuss, Über eine Erweiterung des Begriffs der Determinanten. Frankfurt. 
De Gasparis, Sopra due teoremi dei determinanti a tre indici, ed un' 
altra maniera di formazione degli elementi di un determiuante ad m indici. 
Acc. Napoli Eendic. t. 8 (1868) [118—121], 

Eine Darstellung der bis dahin erhaltenen Ergebnisse dankt manGarbieri. 

Garbieri, Determinanti formati di elementi con un numero qualunque 
d'indiei. Giorn. di Batt. vol- 15 (1877) [89—100], 

Gleicherweise bildet eine DarBtellung Garoieris den Hauptbestandtheü 
der Seconda parte della quattordicesima rivista di giomali del Giuste Bella- 
vitie. Atti Ist. Yen. t, 4 ser. 5. 1877—1878, wo 8, 251—273 im Anschluss an 
obigen Aufsatz aus Giorn. di Batt. vol. 15 die „Determinanti formati di n' ele- 
menti" behandelt werden. 

Bndlich kann man auch mit Vortheil die Schrift von Günther über De- 
terminanten nachschlagen (Briangen 1877, Kap, 9. S. 185 — 194.), desgleichen 
Scott, Det. 1880. chap, 7 [89—98]. 

Über kubische und höhere Determinanten giebt es noch neuere Arbeiten von 

Tanner, Notes on determinants of n dimensions. Proc. Lond. math. soc. 
vol. 10 (1879) [167-180]. 

Scott, On cubic determinants and othe 
and on determinants of alternate uumbers. 
(1880) [17—29]. 

Zajaczkowski, (Siehe Fortechr. der Matt, Bd. 13. S. 131) Theorie der De- 
terminanten von p Dimensionen, 1881. Warschau, (Polnisch.) 

Esoherich, Die Determinanten höheren Banges und ihre Verwendung zur 
BUdung von Invarianten. Akad. Wien. Denkschr. 43. Bd. S.Abfch. (^1882) [1— IS]. 

Gegenbauer, Über Determinanten höheren Banges. Atad.Wien. Denkschr. 
43. Bd. 2. Äbth. (1882) [17—32]. 

Gegenbauer, Zur Theorie der Determinanten höheren Ranges, Akad. 
Wien. Denkschr. 46., Bd. 2. Abth, (1883) [291-298]. 

Gegenbauer, Über Determinanten höheren Ranges. Akad. Wien. Denkschr. 
49. Bd. 2. Abth. (1885) [225—230]. 

Gegenbauer, Zur Theorie der Determinanten höheren Ranges. Akad. 
Wien. Denkschr. 50. Bd. 1. Abth. (18S5) [146— 1Ö2]. 

Gegenbauer, Über -windschiefe Determinanten höhereu Ranges. Akad. 
Wien- Denkschr. 55. Bd, 1. Abth. (1889) [39—48]. 

Gegenbauer, Über einige arithmetische Determinanten höheren Banges. 
Akad. Wien. Ber. Bd. 101, Abth. 2a (1892) [425—484]. 

Wir wollen hier nicht auf Einzelheiten bezüglich der Lehre von 
den Determinanten mit mehreren Indices eingehen, sondern nnr aus- 
einandersetzen, was dabei die Gfi-undlage bildet. 

Stellen wir uns eine Anzahl n^ von Elementen Uij^ vor, so dass 
die Indieea i,j, Je die Werthe 1, 2, ... « annehmen können. Vertheilen 
wir solche Elemente in dem Eaum eines Würfels auf entsprechende 
Weise, wie wir es früher zur Herstellung einer quadratischen 
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Matrix gethan, so erhalten wir mm das Schema, dem der Name 
kubische Matrix beigelegt werden darf. 

Diese Matrix wird sich auf drei verschiedene Weisen in n hori- 
zontale oder vertikale Ebenen zerlegen lassen, wobei in einer jeden 
von ihnen eine gewisse quadratische Matrix dargestellt erscheint. 

Innerhalb der gedachten kubischen Matrix hat man vier Diago- 
nalen zu betrachten; wir werden diejenige als die Hauptdiagonale be- 
zeichnen, auf der sich die Elemente mit drei gleichen Indices befinden, 
nämlich; 

<*H1 'ha ■ ■ ■ '^nnn 

Wir wollen nun das Produkt dieser n Elemente bilden und 
danach auf jede mögliche Weise die zweiten Indices und desgleichen 
die dritten Indices mit einander vertausciien. Wir erhalten dann aus 
jenem Anfangsgliede im Ganzen n\ n\ = (nVf Gflieder und werden 
einem jeden von ihnen das Vorzeichen -|- oder — zutheilen^ jenach- 
dem gerade oder ungerade ist die Anzahl der Inversionen, welche in 
der Permutation der zweiten Indices enthalten sind, vermehrt um die 
entsprechende Anzahl mit Bezug auf die dritten Indices. 

Die Summe aller so erhaltenen Glieder nennen wir die Ent- 
wickelung der kubischen Determinante. 

Augenscheinlich werden sich in jedem Gliede der Entwicklung 
nur solche Paktoren vereint finden, von denen nicht zwei derselben 
vertikalen oder horizontalen Ebene angehören, weil sie ja um der- 
selben Ebene anzugehören entweder in den ersten oder den zweiten 
oder in den dritten Indices übereinstimmen müssten. 

Ein wesentlich abweichendes Verhalten gegenüber gewöhnlichen 
Determinanten zeigt sich bei den kubischen darin, dass, während durch 
eine quadratische Matrix nur eine einzige Determinante bestimmt wird, 
durch die kubische Matrix im Gegentheil drei Determinanten von 
verschiedenem Werthe bestimmt sein können, und zwar erhalten wir 
diese damit, dass wir die Summation der Glieder, die sich aus dem 
Hauptgliede 

f^iii «saa ■ ■ ■ ''""« 
herleiten lassen, auf dreifache Weise ausführen, indem wir einmal die 
ersten Indices fest belassen und die andern vertauschen, oder aber 
während der Vertauschung die zweiten oder endlich die dritten Indices 
als unveränderlich ansehen. 

Um sieh hiervon zu überzeugen, genügt ein Blick auf das ein- 
fachste Beispiel, in dem n ^ 2 die Ordnung der Determinante darstellt. 

Das Hauptglied wird sein 

»111 ^ii 
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mit positivem Vorzeiclieü. Lassen wir die ersten Indiees fest, ver- 
taiiachen die anderen und wenden die angegebene Regel an, so er- 
halten wir die vier Glieder: 

+ «111 («BBS "~ "isi^äia ~~ ''iiä^ai ~l~ '*iaa''sii 

Lassen wir im Gegenfcheil die zweiten Indiees fest oder aucti die 
dritten, so erhalten wir Ausdrücke, die ihrem ahsolaten Betrage nach 
jenen gleich sind, aber abweichende Vorzeichen haben. Beziehungs- 
weise ergeben sich die Aggregate: 

+ %i%a + %3%i — «iia^aai — «sii'^m» 
+ ^iif'ssa — '*iai<*ais + '^äi'^iia ' — 'hii'^L22 ■ 

Wir werden als erste Determinante diejenige bezeichnen, welche 
in Folge der Vertauschungen der zweiten und dritten Indiees entsteht, 
als zweite Determinante, die durch die Vertauschungen der dritten 
und ersten Indiees zur Darstellung gelangt und die dritte Determi- 
nante soll Vertauschungen der ersten und der zweiten Indiees ent- 
sprechen. 

Jedes Element a,js innerhalb der kubischen Determinante gehört 
einer horizontalen Ebene an und zwei vertikalen, gegen einander senk- 
recht gelegenen, gleichwie bei der gewöhnlichen Determinante jedes 
Element einer Spalte und einer Zeile angehört. Wir wollen diese 
Ebenen Schichten nennen. 

Um eine bestimmtere Vorstellung herbeizuführen, nehmen wir an, 
der erste Index bezeichne die Ordnungszahl der horizontalen Schicht, 
der zweite Index die Ordnungszahl von einer der beiden vertikalen 
Schichten, die wir die erste vertikale Schicht nennen wollen und 
somit entspreche der dritte Index der übrig bleibenden zweiten ver- 
tikalen Schicht. 

Wenn wir zwei horizontale Schichten unter einander 
vertauschen, so bleibt diejenige Determinante, die dadurch 
bestimmt ist, dass man allein die zweiten und dritten Indi- 
ees im Hauptgliede wechseln lässt (man sehe die oben ge- 
gebene Erklärung), unverändert. 

Denn, wenn wir die Faktoren eines jeden Gliedes immer in der 
Weise angeordnet sehen wollen, dasa die ersten Indiees in der natür- 
lichen Reihenfolge erseheinen, so werden wir zwei Elemente in der 
Permutation der zweiten Indiees und ebenso in der Fermutation der 
dritten Indiees mit einander ihre Plätze müssen wechseln lassen. 

Wenn man nun innerhalb einer Permutation zwei Elemente mit 
einander vertauscht, so ändert sich die Anzahl der Inversionen um 
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eine ungerade Zahl, mithin erscheint für das Ganze von zwei Ver- 
tausehungen innerhalb der zweiten und der dritten Indices die Anzahl 
der Inversionen um eine gerade Zahl verändert und hiernach wird 
das Glied, um das es sieh handelt, dasselbe Vorzeichen beibehalten. 
Wenn wir im Gegentheil zwei vertikale parallele Ebenen mit 
einander vertauschen, dann tritt nur ein Wechsel zwischen zwei Ele- 
menten ein innerhalb der Permutation der zweiten Indices oder aber 
nur in der der dritten Indices und mithin wird das Zeichen des 
Gliedes verändert; also gilt der Satz: 

Wenn wir zwei vertikale parallele Schichten mit einander 
vertauschen, so ändert die in gewohnter Weise bestimmte 
Determinante ihr Zeichen. 

Wie man sieht, besteht dieser grundlegende Unterschied zwischen 
dem Falle der gewöhnlichen Determinanten und dem der kubischen; 
bei diesen giebt es stets eine Richtung der Folge paralleler Ebenen 
von der Beschaffenheit, dass, wenn man zwei unter ihnen beliebig 
auswählt und vertauscht, die Determinante ungeändert bleibt. Es lässt 
sich bewirken, dass diese Eigenschaft sich für eine beliebige unter 
den drei verschiedenen Richtungen von Ebenen, der horizontalen und 
der vertikalen verwirklieht und dies zwar entsprechend den drei ver- 
schiedenen Determinanten, die sich mitteist der kubischen Matrix be- 
stimmen lassen. 

Augenscheinlich besteht auch die folgende Eigenschaft: 

Jede kubische Determinante kann man als Summe von 
nl gewohnlichen Determinanten darstellen. 

Und wirklich, stellen wir einmal eine Permutatioü der zweiten 
Indices innerhalb des Gliedes 



fest und vertauschen dann die dritten Indices auf jede mögliche Weise. 
Der Inbegriff aller Glieder, die man so erhalten wird, mit dem Zeichen 
-j- oder — gedacht, wird eine gewöhnliche Determinante sein. Hier- 
mit erscheint der Lehrsatz bewiesen. 

Eine weitere EigenthÜmlichkeit, die dann auf andere Weise die 
Darstellung einer kubischen Determinante mittelst gewöhnlicher De- 
terminanten liefern kann, ist die folgende: 

Das Produkt zweier gewöhnlichen Determinanten lässt 
sich als kubische Determinante ausdrücken. (Padova.) 
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SiniJ nämlich ari,\j die Elemente der zwei vorgelegten Deter- 
minanten, Ko ist das allgemeine Element des Produktes 
«riÖn + «rafcsa + ■ ■ ■ + ai-«b.,n . 
Solch ein Produkt lässt sich, nach der Begel für die Zerlegung 
einer Determinante mit vielgHedi'igen Elementen, in n\ Determinanten 
spalten, die in ihrer Gesammtheit die kubische Determinante ergeben, 
deren Hauptglied 

(«„6„) («,,*„) ■ ■ - («„6.,.) 
ist, und deren allgemeines Glied 

wobei 

h S --.?■« 

k H ■■■ U 
als zwei Pennutationen der Zahlreihe 1, 2, ... n aufzufassen sind. 

Die so gebildete kubische Determinante hat zum allgemeiueji 
Element 

die drei Indices ft, i,j ändern sich von 1 zu n. 

Führt man das Produtt der beiden gegebenen Determinanten auf 
eine der andern drei möglichen Arten aus, so ergeben sich wiederum 
kubische Determinanten, uad deren Elemente sind beziehungsweise 
an bji, 

ciii! bjk 
Unser Lehrsatz giobt das Mittel an die Hand, symbolisch eine 
kubische Determinante als das Produkt zweier gewöhnlichen Deter- 
minanten auszudrücken. 

Wir wollen voraussehen, daas die a und die b Zeichen sind, 
welche die Bedeutung von Grössen nur in dem Falle haben, wenn sie 
sich in den Verbindungen 

an hkj 
vereinigt finden, das heisst, wenn das Produkt aus zweien von ihnen 
vorliegt, deren erste Indicea gleich sind. Das allgemeine Element 
einer gegebenen kubischen Determinante 

kann dann in symbolischer Absicht dem Produkte dieser a und 1) 
gleichgesetzt werden und umgekehrt, ist das symbolische Produkt 



y Google 



190 Theil ü: § 54. Zerlegung und Multiplikation der kubischen Determ, 

«*i f>kj gegeben, so kann ilim nur ein einziges Element der gegebenen 
kubischen Determinante entsprechen. 

Es erscheint mithin erwiesen, dass sich die letztere symbolisch 
als das Produkt zweier gewöhnlichen Determinanten ausdrücken lässt. 
Diese sind jedoch nur als symbolische und nicht als wirkliche auf- 
zufassen und gewinnen die Bedeutung der wirklichen nur erst dann, 
wenn sie mit einander multipliziert werden, indem man deshalb Sorge 
trägt, dass ihr Produkt nach der gewöhnlichon E-egel ausgeführt 
werde. 

Wenn man von einer kubischen Determinante alle Elemente der 
drei Ebenen unterdrückt, die in einem Elemente a^j zusammentreffen, 
so erhält man eine neue kubische Determinante, die man als den 
komplementären Minor des Elementes a^j wird ansprechen dürfen 
und bezeichnen durch Ai,ij. 

MuItipKziert man ihn mit ( — 1)'+-*, vorausgesetzt, dass es sich 
um die erste Determinante handelt, die aus der kubischen Matrix 
heraus ihre Bestimmung findet, so erhält man, was den Namen des 
algebraischen Komplementes dieses Elementes trägt. 

Es lässt sich zeigen, dass ähnlich wie bei gewöhnlichen Deter- 
minanten der Satz gilt: 

Der Werth der kubischen Determinante ist der Summe 
der Produkte gleich, worin die Elemente einer Schicht mit 
den ihnen entsprechenden algebraischen Komplementen ver- 
bunden sind. 

Hierfür würde der Beweis in ähnlicher Weise zu führen sein, 
wie bei gewohnlichen Determinanten. 

Wir gehen nun zur Multiplikation der kubischen Deteimi- 
nanten über. 

Betrachten wir das Produkt einer kubischen Determinante |a*;j| 
mit einer gewöhnUehen Determinante \brs\. 

Die kubische Determinante können wir als die algebraische Summe 
von w! gewöhnlichen Determinanten ansehen, wovon eine jede gleich ist 

Hier erstreckt sich die Summation auf alle Permutationen der In- 
dices j^ h ■ ■ ■ jn nnd ausserdem stellt (i^ i^ ■ ■ ■ *«) eine Permutation 
der Indices 1, 2, ... w dar. Für die Summe als Ganzes ist positives 
oder negatives Zeichen zu wählen, jenaehdem die Permutation der * 
der geraden oder ungeraden Klasse angehört. 
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Das allgemeine Element einer solchen Determinante ist 

wobei sieh k und j ändern. Die Elemente, denen dasselbe k zugeordnet 
ist, bilden die Elemente einer Zeile und die mit demselben j stellen 
die Elemente einer Spalte dar. Das Produkt einer solchen Determi- 
nante mit I bf, I wird das allgemeine Element 

enthalten. Wird nuu die Pormutation (/, i^... j„) der Zahlen 1, 2, ... « 
der Änderung unterworfen und für jeden möglichen Fall dieser "Wand- 
lung das Ergebniss der Produktbildung festgestellt, so ergiebt sich in 
der algebraischen Summe der sämmtlichen | cj^ | das Produkt der beiden 
gegebenen Determinanten. Richten wir jetzt unser Augenmerk auf 
die kubische Determinante, deren allgemeines Glied 



= _2'*^'V^- 



sein mag, und zerlegen diese kubische Determinante in eine Summe 
von gewöhnlichen Determinanten, so erhalten wir, was leicht ersicht- 
lich, genau die Summe der Determinanten, deren Elemente die c sind. 
Für unveränderliches h leitet man die quadratische Matrix der anr 
(wo einzig i, r sich ändern) aus den quadratischen Matrices der 
«iiii^rj nach der bekannten Regel her, die für das Produkt zweier 
quadratischen Matrices gilt. Also können wir aussprechen: 

Um das Produkt einer kubischen Determinante und einer 
gewöhnliehen Determinante zu erhalten, hat man eine 
kubische Determinante zu bilden, deren Schichten entstehen, 
wenn man nach der gebräuchlichen Regel die quadratischen 
Matrices, welche die Schichten der gegebenen kubischen 
Determinante darstellen, mit der quadratischen Matrix der 
Multiplikator-Determinante multipliziert. 

Siehe Armenante, a. a. 0. S. 181, 

Wir könnten nun zur Darlegung gewisser Lehrsätze von De 
Grasparis und Padova schreiten, wollen uns aber bei diesem Gegen- 
stande nicht länger aufhalten. Man mag hierfür die schon angeführten 
Werke vergleichen. 
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g 55. Determinanten und Matricea, die verachwinden. 
Üaug einer Matrix. 

Wir werden sagen, eine Matrix von n Zeilen und m Spalten 
(m > «) sei NuU, wenn alle Determinanten «-ter Ordnung innerhalb 
dieser Matrix verschwinden. 

In einer quadratischen oder einer rechteckigen Matrix können 
Null sein alle Determinanten von der Ordnung n, alle die von den 
Ordnungen (n — 1), (n — 2), . . . Es sei p die höchste Ordnungszahl 
von Determinanten, die in jener Matrix enthalten und nicht sämmt- 
lich Null sind. Wir setzen also voraus, dass alle Determinanten 
der Ordnung (p ~\- 1) und mithin auch die von höherer Ordnung 
sämmtlich verschwinden und dass es unter allen denen p-ier Ord- 
nung wenigstens eine von Null verschiedene giebt. Die Zahl 2' 
heisst der Rang (auch Charakteristik) der gegebenen Matrix. 
Augenscheinlich haben eine Determinante oder eine Matrix, die gleich 
Null sind, höchstens {n — 1) zur Rangzahl. 

Wir wollen jetzt die noihwendigen und die hinreichenden Be- 
dingungen dafür aufsuchen, dass eine Matrix den Bang (n — 1) habe, 
also d^r, dass sie verschwinde, ohne dass alle Determinanten (n — 1)- 
ter Ordnung Null sind. Es wird uns gelingen, einen Lehrsatz auf- 
zustellen, der zu einem in den ersten Paragraphen bewiesenen Satze 
die TJmkehrung bildet. Wenn nämlich die Elemente einer Zeile 
innerhalb einer rechteckigen Matrix die gleichen hnearen Vorbindungen 
der Elemente paralleler Zeilen sind (die Zahl der Zeilen wird kleiner 
als die Zahl der Spalten vorausgesetzt), so sind (wie nach § 2, 11 be- 
kannt) alle in jener Matrix enthaltenen Determinanten M-ter Ordnung 
offenbar gleich NuU und mithin die Matrix selbst gleich NuU. Und 
nun wollen wir nachweisen, dass umgekehrt, wenn die Matrix Null 
ist, die Elemente einer Zeile dieselben linearen Verbindungen derer 
von parallelen Zeilen sein müssen. Wir beginnen mit der Annahme, 
dass wenigstens einer von den Minoren der Ordnung {n — 1) von 
NuU verschieden sei. Ohne die Allgemeinheit aufzuheben, können wir 
voraussetzen, solch ein Minor sei der aus den ersten (n - — 1) Zeilen 
und den ersten (n — IJ Spalten bestehende Minor: 
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Ist unsere Matrix gleich Null, dann werden die Determinanten 
Null sein, die man aus diesem Minor durch. Hiuzufügung einer Spalte 
und einer Zeile ableiten mag, also alle Determinanten der Form 



Wenn man diese nach den Elementen der letzten Spalte entwickelt 
und hezeiehnet mit 

Ä^,A^, ... A„ 

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte, also 
die Determinanten (n — l)-ter Ordnung, welche innerhalb der ersten 
(n — 1) Spalten der gegebenen Matris enthalten sind, jede mit dem 
passenden Zeichen versehen, so ergieht sich für einen beliebigen Werth 
des Indes r 

airÄi -\- anrÄi -j- ■ ■ ■ -|- a„rÄa = 

Diese Beziehung gilt, wie hervorgehoben worden, für einen be- 
liebigen Werth des Index r, der aus den Zahlen 1, 2, ... m gewählt 
sein kann; denn wenn r^n — 1 ist, so wird die vorausgehende De- 
terminante aus dem Grunde verschwinden, weil sie ja zwei gleiche 
Spalten enthält und wenn r>n — 1 , dann verschwindet sie nach 
unserer Annahme. 

Die vorangehende Gleichung giebt uns also zu erkennen: 

Wenn die Matrix von n Zeilen und m Spalten Null ist 
und zum Rang (n ^ 1) hat, so besteht zwischen den Ele- 
menten einer Spalte stets dieselbe lineare und homogene 
Beziehung. 

Nun woUen wir sehen, wie man diesen Lehrsatz verallgemeinern 
kann im Fall, dass der Annahme nach die Matrix nicht den 
Rang (n — 1) habe, sondern im Allgemeinen j>. 

Dann wird wenigstens ein Minor der Ordnung p von Null ver- 
schieden sein. Es sei dies 

,«11 ... «ip 
4= 



Wir wollen eine Spalte und eine Zeile behebig hinzufügen und 
damit die Determinante bilden: 



y Google 



194 Theil Ü! § 56. Verschwindende Matrices. Kang der Matrix. 

djl ... a,p ülr I 



die identisch verschwinden wird, wie auch die Indices r,s gewählt 
sein mögen. Entwickeln wir also nach den Elementen der letzten 
Spalte, so ergiebt sich die Gleichung: 

O^lr-^Is + asrAis + ■ ■ - + a^r-^s + Ct^i-Ä = 

wenn wir mit Äis . . . Ä^a die mit geeigneten Vorzeichen versehenen 
Minoren der Ordnung p bezeichnen, die man ans A der Reihe nach 
durch TJnterdrücknng der Zeilen 1, 2, ... ß und Beifügung der s-ten 
Zeile gewinnt. 

Lassen wir s sich von (J> + 1) bis n ändern und addieren alle 
so erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sieh 

«1. (A^+i + . . ■ + ^lO + 

+ «,. (A,,,+, +...+^,„) + 
+ a^r (A'.p+i -!-...-(- Ap„) + 

Diese Gleichung ist gültig für jedes beliebige r ^ 1, 2, . . . m, 
ist also eine lineare und homogene Gleichimg mit unveränderlichen 
Koeffizienten zwischen den Elementen einer beliebigen Spalte. Hier- 
mit ist der Lehrsatz als allgemeingiltig ei-wiesen. 

Als besondere Fälle sind augenscheinlich ans diesen Lehrsätzen 
über verschwindende Matricea die entsprechenden für verschwindende 
Determinanten abzuleiten. 

Ans der letzten Beweisführung ergiebt sich diese Folgerung. 

Eine der Determinanten von der Ordnung p, die nicht ver- 
schwindet, wollen wir die Hauptdeterminante nennen und wollen 
diese, wie oben geschehen, mit A bezeichnen. 

Damit die Matrix Null sei und den Rang p habe, genügt 
es vorauszusetzen, dass alle Determinanten verschwinden, 
die aus A dureh Hinzufügung einer Zeile und einer Spalte 
hervorgehen. 

Das Verechwinden sämmtUeher anderen Determinanten von der 
Ordnung {p -\- 1) ist eine Folge des Verschwindens der hier ange- 
deuteten. Hat man nämhch eine beliebige Determinante von der Ord- 
nung (p + 1) 
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und multipliziert man jedes Element mit Ä, so ergiebt sich mit 
Rücksicht auf die gefundene allgemeine Beziehung: 



- «1.1^1^^+1 '^i"i^p^:,+ir ■■'- «1^+1^1 



Jedes Element einer solchen Determinante ist eine Summe von 
p Gliedern, während die Deteiininante von der Ordnung (p -[~ 1) i^*. 
Zerlegen wir diese Determinante mit vielgliedrigen Elementen in die 
entsprechende Zahl von Determinanten mit einfachen Elementen, so 
leuchtet ein, dasa eine jede von diesen stets wenigstens mit zwei 
Spalten rersehen erschuint, wovon die Elemente der einen beziehimgs- 
weise gleiche Vielfache der entsprechenden Elemente der andern sind 
und mithin ist eine jede solche Determinante gleich Kuli. Hieraus 
ergiebt sich, wenn A von Null verschieden ist, daaa A = , wie auch 
behauptet wurde. 

Es giebt Doelfc einen anderen wichtigen Lehrsatz über verechwin- 
dende Matrices, der als Verallgemeinerung eines von uns im § 5 
(Siehe S. 20) für verschwindende Determinanten entwickelten Satzes 
angesehn werden kann und zwar ist dies der folgende: 

Wenn eine versehwindende Matrix den Bang p besitzt, 
so sind die aus p Zeilen genommenen Minoren ^-ter Ordnung 
proportional denen von gleicher Lage, genommen aus anderen 
p Zeilen, die im Ganzen oder nur theilweise von den ersteren 
verschieden sind. 

Wir wollen hier nicht auf den Beweis dieses Lehrsatzes eingehen 
und statt dessen auf die Schrift von Capelli-Garbieri (Änalisi 
algebrica, Padova 1886. S. 398) verweisen. 

Wenn wir hier Halt machen, um der Zahl p, die als Rang 
einer Matrix eingeführt war, noch besondere Aufmerksamkeit zu 
widmen, wird uns der Nachweis für eine grundlegende Eigenschaft 
dieser Zahl leicht sein, die in gewisser Weise daau dient, deren 
Wichtigkeit darzuthun. 

Ist uns eine Matrix vorgelegt, sq werden wir s^en, eine andere 
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sei aus ihr abgeleitet, wenn man sie durch eine oder mehrere der 
folgenden einfachsten Verfahrensweisen aus jener erhält (Siehe die 
eben angeführte Schrift Analisi algebrica); 

1. Vertauschen zweier Zeilen oder zweier Spalten. 

2. Die Elemente einer Zeiie oder Spalte multiplizieren mit 
einer beliebigen Zahl. 

3. Zu den Elementen einer Zeile oder Spalte die Elemente einer 
parallelen Reihe hinzufügen, nachdem letztere mit einer beliebigen 
Zahl multipliziert sind. 

Es ist von Wichtigkeit zu beachten, dass, wenn eine Matrix aus 
einer anderen abgeleitet ist, die aweite auch wiederum als aus der 
ersten abgeleitet zu gelten hat. 

Würde es sich um eine quadratische Matrix handeln, so würde 
eines dieser Verfahren nur die Wirkung haben, die aus jener Matrix 
bestimmte Determinante höchstens mit einer Zahl multipliziert er- 
scheinen au lassen. 

Nun ist der folgende Lehrsatz bemerkenswerth: 

Zwei Matrices, wovon eine die abgeleitete der andern 
ist, haben gleichen Bang. 

Weun man im Besonderen mitteist einer Behandlung, wie sie 
vorher angedeutet worden, aus einer Determinante eine andere von 
derselben Ordnung erhalt, so wird beiden Determinanten der nämliche 
Rang zugehören. 

Für den Fall der beiden ersteren Verfahren ist der Lehrsatz ein- 
leuchtend. Wir wollen zeigen, dass er sieh auch für das dritte be- 
wahrheitet. Setzen wir nämlich voraus, dass wir aus der gegebenen 
Matrix eine andere Matrix hergeleitet haben, indem wir zu den Ele- 
menten einer Zeile oder Spalte die einer parallelen Reihe, mit % mul- 
tipliziert, hinzufügten, so wird dann ein Minor der zweiten Matrix 
entweder einem Minor gleicher Ordnung der ersteren Matrix gleich 
sein (wenn zu seiner Eildang die veränderte Reihe gar nicht beige- 
tragen hat) oder aber, er wird in der Form 

A + XB 

zerlegbar sein, wo A, B zwei Minoren derselben Ordnung aus der 
ursprünglichen Matrix sind. Gleicherweise wird vermöge der Wechsel- 
beziehung, die zwischen einer Matrix und der abgeleiteten Matrix be- 
steht, jeder Minor der ersteren Matrix auf entsprechende Art vermittelst 
solcher der zweiten sich ausdrücken lassen. Hieraus folgt sofort, wenn 
nicht alle Minoren der Ordnung k in der ersten Matrix Null sind, 
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dass dann auch nicht alle Minoren gleicher Ordnung der zweiten 
Matrix Null sein werden, und wenn alle Minoren der Ordnung (k -\- 1) 
innerhalb der ersten Matrix verschwinden, dasselbe auch für alle diese 
Minoren der zweiten gelten wird. 

Und damit ist der Nachweis unseres Lehrsatzes erbracht. 



Yorgelegt : 

(1) 



§ 56, Lineare O-Ieichungen. 
ein System von m Gleichungen, zwischen n Unbekannten 

<^ii *i + *ia ä^a + ■ ■ ■ + <^hn '^>i = !/i 

\ «ml^l -f- «msa^a + ■ ■ ■ + d'mnXn = Vm 

Man darf stets die Annahme machen, dass m grösser sei als n, 
weil, wenn dies nicht stattfände, man sich vorstellen könnte, es wurden 
zu diesem Systeme von Gleichungen soviele weitere identische hinzu- 
gefügt, Gleichungen r^mlich mit verschwindenden Koeffizienten und 
desgleichen verschwindenden bekannten Gliedern. 

Wir wollen uns die Aufgabe stellen zu prüfen, in welcher Weise 
die Werthe der Unbekannten a^ . . . ie„ durch solche Gleichungen be- 
stimmt sind oder nicht. 

Wir werden als Matrix der Koeffizienten die Matrix bezeichnen: 



(2) 



Es sei p der Bang dieser Matrix 
graphen) und, um eine bestimmtere Voi 



5(^) 



(Siehe den vorangehenden Para- 
Stellung zu ermöglichen, nehmen 



^-| I (pS«) 

sei eine der Determinanten p-ter Ordnung, die in der Matrix enthalten 
und die von Null verschieden sind. 
Wir bilden die Determinanten: 



«1, 


Vi 


",; 


V, 


a,. 


Vr 
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Für ein r <,p sind diese Determinanten augenscheinlich gleich 
Null; für ein r^p können sie im Gegentheil beliebige Werthe an- 
nehmen. 

Wir beginnen mit der Darlegung des Satzes: 

Wenn die gegebenen Gleichungen nicht unter einander 
widersprechend sein sollen, oder wenn sie, wie man sich 
auch ausdrückt, mit einander verträglieh sein sollen, so ist 
erforderliehj dass alle Ar versehwinden. 

Wir schreiben die vorgelegten Gleichungen in folgender Gestalt: 

[ «»n ^1 + ■ ■ * + f*!)) ^i> = S/i 



(3) 

indem ■ 



,13^1 -|- - - - -|- a^pXp = ym 



= yi ~ 0'i,P+i a;j+i ^ tti„ 3!» 



Wenn wir in den A^ an Stelle von «/i . . . J/™ einsetzen y'i . . ■ J/™, 
so erhalten wir Determinanten, deren letzte Spalten mehrgliedrige 
Elemente enthalten; zerlegen wir sie nach der bekannten Regel, so 
ergiebt sich ala ein erstes Glied das nämliche A^, von dem wir aus- 
gingen, und danach andere Glieder, die, abgesehen von Faktoren, De- 
terminanten der Ordnung (^ + 1) sind, ausgewählt innerhalb der ur- 
sprünglichen Matrix, die mithin unserer Annahme nach gleich Null 
sind. Es erhellt daher, dass die A^ ungeändert bleiben, wenn man 
für die y die )/' einsetzt. 

Wir betrachten die ersten p Gleichungen unter den (3) und dazu 
die r-te, nennen jI^M, jI^W, ■ ■ ■ J.^'*"', .;! die algebraischen Komple- 
mente der Elemente der letzten Spalte in A^, multiplizieren beziehungs- 
weise die (j»-f-l) angedeuteten Gleichungen mit Aj^''\ A^^'''' ^ ■ • ■ Ap^'''> , A 
und addieren sie dann. Leicht erkennt man, dasa der Koeffizient von 
Xi zu Null wird und mithin auf der rechten Seite nur die Determi- 
nante Übrig bleibt, die aus Ar entsteht, wenn man für die y die y' 
einsetzt, eine Determinante, die, wie besprochen wurde, gleich A^ ist. 
Also muss die Bedingung A^ = für jeden beliebigen Werth des 
Index r giltig sein. 

Man beachte, dass es Determinanten A^, wie wir sie aufgestellt 
hatten, der Zahl nach m giebt, und alle gebildet wurden, indem wir 
von der Determinante A ausgingen. Wenn wir nun eine beliebige 
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andere Determinaiite der Ordnung (^p + 1) in Betracht ziehen, die 
dem oben dargestellten A^ in der Spalte der y wohl entspricht, 
sich aber von ihm durch die ersten p Spalten unterscheidet, so wird 
es auch stets diesen weiteren, entsprechend gestalteten Deter- 
minanten eigen sein, den Werth Null anzunehmen, wenn die 
G-Ieichungen mit einander verträglich sind und wenn die 
Charakteristik von (J.) gleich p ist. 

Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, daas die m Determi- 
nanten Ar, wie sie oben dargestellt wurden, verschwinden. Dann 
muss zunächst jede Determinante A^, die man aus A^ durch Ein- 
setzen der y' für die y erhält, gleicherweise versehwinden, weil ja die 
Gleichungen A^ = A^ gelten. 

Nach den Lehrsäiaen Über verschwindende Determinanten (man 
vergleiche den vorangehenden Paragraphen S. 192 ff.) müssen die Ele- 
mente der letzten Zeile in Ar die gleichen hnearen und homogenen 
Verbindungen der Elemente ihrer parallelen Reihen darstellen, oder 
mit anderen Worten: 

Welches auch die Werthe der Xp^i . . . Xn sein mögen, so 
werden nothwendig für jedes beliebige r =p -{- 1, . . .m Glei- 
chungen bestehen von der F-orm: 

oiri ^= ««H -h |3% + ■ ■ ■ + i'^^pl 
Ors = c.a^2 -\- /3«2a + ■ ■ ■ + /i«j,3 



örß = K«iji + /3aap + 



Vr 



-- KJ/I 



• für die y ihie Werthe 



In der letzten Gleichung hier wollen i 

id beachten, dass diese Beziehungsgleichung bestehen 
bleiben muss, welche Werthe immer den Xpj^i . t zugetheilt werden 
mögen. Damit löst sieh die letzte Gleichung in die folgenden weiteren 
Gleichungen auf; 



y. =«j/i +ßy, +■ 


■ + i^Vp 


fflr,p-f-l = Kai,p + j -|- /3«3,j, + i -|- ■ 


■ + i'(^P,i'+ 


ßrn =«0i„ +ßCH. +■ 


■ + iiaj,„ 


die Gesammtheit dieser Gleichun 


jen wird ang 



wenn wir die ersten p unter den Gleichungen (1) beziehungsweise 
mit cc, ß, . . . (i multiplizieren und dami addieren, genau die r-te Glei- 
chung des Systems (1) hervorgeht; also ist diese r-ts Gleichung eine 
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Folge der ^ ersten. Da nun r irgend einer unter den Zahlen 
{p -\- 1) . . .m gleich sein kann, so ergiebt sich: 

Wenn alle A, gleich KuU sind, so erscheint das System 
der m Torgelegtea Gleichungen auf das System der p ersten 
zurückgeführt; oder auch die letzten (in — p) öleichungen 
des Systems sind dann nur lineare Verbindungen derp ersten. 

Wir wollen uns somit nur mit den p ersten Gleichungen in der 
Form (3) bescliäftigen. 

Wir multiplizieren sie beziehungsweise mit den algebraischen 
Komplementen der Elemente der i-ten Spalte innerhalb der Determi- 
nante A und addieren dann. 

Die Koeffizienten Ton x^ . . . a:,_i a^i^i . . . Xp werden Null, weil 
s die Summen von Produkten erscheinen, in denen die Elemente 
Spalte von A mit den algebraischen Komplementen der Elemente 
einer parallelen Spalte multipliziert sind. Der Koeffizient von Xi er- 
giebt sich gleich der Determinante A und in Folge dessen wird 

Ax, = ^''1 
wobei ^''' die Determinante bezeichnet, die man aus A durch Ein- 
setzen der Elemente y[ . . .y^ für die Elemente der i-ten Spalte erhält. 

Da A von Null verschieden ist, so geht aus dieser Formel hervor: 

(4) X, = -^.. 

Verweilen wir einen Augenblick bei der Betrachtung dieses Er- 
gebnisses. Ist i* ^ w, so befindet sich auf der rechten Seite der 
Gleichung eine Grösse, die von den x nicht mehr abhängig ist, und 
mithin liefert diese Formel dann für die x^...Xp bestimmte end- 
liche Werthe. 

Überdies lässt in dem Fall das System nur eine Lösung zu, 
weil ja die Gleichungen (4) für Xi einen einzigen Werth darbieten. 

Ist j) < w, dann erscheint die rechte Seite als ein -linearer Aus- 
druck in rCp-fi . . . x„. Theilen wir diesen Veränderlichen beliebige 
endliche Werthe zu, so ergeben sich endliche und bestimmte Werthe 
für die x^...Xp. Das System der vorgelegten Gleichungen bestimmt 
dann die Unbekannten nicht auf eine einzige Weise, sondern (« — ß) 
von ihnen können beliebige Werthe zugewiesen werden und die 
übrigen p erscheinen dann eindeutig bestimmt. Lösungen des Systems 
giebt es dann in unendlicher Anzahl und eigentlicli (n — jj)-fach. un- 
endlich viele, weil wir ja (» — p) Unbekannten beliebige Werthe zu- 
weisen dürfen. Jede mögliche Lösung des Systems kann dann nur 
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inbegriffen aein unter den auf diese Weise erhaltenen Lösungen, weil 



eine Lösung des gegebenen Systems sei, diese gleichzeitig den ersten 
p GleiehuDgen von der Form (3) Genüge leisten muss und auch den 
Gleichungen (4). Wenn man in diesen letzteren Xp-^i^ap^i,...Xn=as 
setzt, kann man nur den einen Werth a,- für X; erhalten, da die Glei- 
chungen (4) für Xi (*' = 1, 2, . . .p) einen einzigen Werth liefern, 
wenn a:p_|_i . . . Xn festgelegt sind. 

Man sieht, es genügt die Voraussetzung, aUe A^ seien gleich 
Null, um behaupten zu können, dass stets wenigstens eine Lösung 
des Systems vorhanden sei; andrerseits ist die Bedingung A,- = 
auch nothwendig dafür, daas die Gleichungen mit einander verträglich 
sind, oder dass eine Lösung überhaupt möglich ist. Also sind die 
Bedingungen A^ = (r^l,2,...m) nothwendig und hin- 
reichend für die Verträglichkeit der Gleichungen (1). 

Eine Folgerung, die diesem Lehrsatze in Verbindung mit der 
Bemerkung auf S. 198 f. entstammt, ist es, wenn wir sagen: 

Verschwinden die oben dargestellten m Determinanten 
Ar, so werden auch, bei der dann eintretenden Verträglich- 
keit der vorgelegten Gleichungen, alle die übrigen Deter- 
minanten der Ordnung (j)-^ 1) verschwinden, die den A^ ent- 
sprechen, jedoch in den ersten p Spalten von ihnen ab- 
weichen. 

Wir können den gedachten Bedingungsgleichungen eine knappere 
und geschmackvollere Gestalt verschaffen. 

Capelli, Sopra la compatibilitä o incompatibilitä di piii equaaioni di 
primo grado fra piü incognite. Biv, di mat. t. 2 (1SB2) [64 — 58]. 

Betrachten wir die Matrix 



= {£) 



■ «»« ym ] 



Es kann diese Matrix nicht zum Rang eine Zahl besitzen, die 
kleiner als p w'ire, weil ja wenigstens die Determinante der ersten 
p Zeilen und Spalten von Null verschieden ist, nämheh die Deter- 
minante A. 

Die {B) zugehörigen Determinanten der Ordnung (p -f- 1) sind 
entweder in der Matrix (^1) der Koeffizienten enthaltene Determinanten 
oder aber Determinanten von der Form der A,.. Doch im einen wie 



y Google 



202 Tieil II: g 56. Liaeare Gleichungen. 

im andern Falle sind sie Null, wenn (Ä) vom Range p ist, und 
wenn die Gleichungen mit einander verträglieh sind. 

Wir können mithin aussprechen, dass bei dieser Voraussetzung 
auch der Matrix (B) der Rang p zugehört. Andrerseits, wenn ihre 
Rangzahl p ist, so leuchtet ein, dass alle A^ Null sind, weil es ja 
Determinanten der Ordnung (p + 1) sind. Somit ist der Schluss 
erlaubt: 

Sollen die gegebenen Grieiehungen mit einander ver- 
träglich sein, oder, was damit übereinkommt, sollen sie 
eine oder mehrere Lösungen zulassen, so ist nothwendig 
and hinreichend, dass die Matrix der Koeffizienten und die 
Matrix (B) die nämliche Rangzahl besitzen. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist, wie wir zeigten, das 
System von m Gleichungen auf ein System von nur ^5 Gleichungen 
zurückgeführt und die übrigen (m — p) sind von diesen abhängig. 
Die ß Gleichungen sind sicher unabhängig, das heisat, es besteht 
nicht zwischen ihnen irgendwelche lineare homogene Beziehung, da 
ja andernfalls zwischen den Elementen der Spalten von A eine gleiche 
lineare homogene Beziehung statthaben würde und A damit gegen die 
Annahme verschwinden würde. 

Also können wir den Satz aussprechen: 

Der Eang p der Matrix des Systems stellt die grösste 
Anzahl von unter einander unabhängigen Gleichungen dar, 
die in dem gegebenen Systeme enthalten sind. 

Nun ist es nützlich, den besonderen Fall anzumerken, wo die 
Zahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten übereinstimmt, 
m ^ n. 

Wenn dann die Determinante der Koeffizienten von !Nuil 
verschieden ist, wird die Rangzahl jo gleich n sein und das 
System wird stets eine einzige Lösung gestatten; wenn im 
Gegentheil die Determinante der Koeffizienten Null ist und 
den Rang p besitzt, und ß auch als Rang derjenigen Matrix 
zugehört, die entsteht, wenn man zur Matrix der Determi- 
nante der Koeffizienten die Spalte der rechtsseitigen Glieder 
der vorgelegten Gleichungen hinzufügt, so sind diese ver- 
träglich, kommen auf nur p von einander unabhängige zu- 
rück und lassen unendlich viele Lösungen zu. (oo''-3'). 

Ist m = n -|-- Ij übersteigt also die Zahl der Gleichungen die der 
Unbekannten um eine Einheit, dann wird die Matrix (S) zur Matrix 



y Google 



g 56. System iiomogenet Gleichungen. 203 

einer Determinante der Ordnung [n -\- 1). Die Matrix der Koeffizienten 
enthält Determinanten höchstens von der Ordnung n. Ea muss also, 
damit die {» -\- 1) Gleiehungön zusammen beateheu köunen, die Matrix 
(S) eine Rangaahl besitzen, die kleiner als (n -\- 1) ist, und hiernach 
musa die Determinante der Ordnung (ra -|- 1) Null sein, mit andern 
Worten: 

Damit (n + 1) Gleichungen zwischen n Unbekannten 
neben einander bestehen können, muss die Determinante der 
Koeffizienten und der bekannten Glieder verschwinden. 

Wir wollen nunmehr den Fall in Betracht ziehen, wo in den 
gegebenen Gleichungen auf der rechten Seite überall Null erscheint, 
also m lineare Gleichungen vorgelegt sind der Gestalt: 

( «ji ^1 + ••■ +'^i.«„ = 
(5) 

l ^ml^l + ■ ■ ■ + «Mii^n = 

Solche Gleichungen pflegt man homogen zu nennen. 

Es sind dann die oben behandelten Determinanten A^ sicher aUe 
Null, mithin giebt es stets wenigstens eine Losung des Systems. Dem 
entsprechend wird ja thatsächlich in diesem Fall immer wenigstens 
die Lösung 

a^^ = Xg = ... ^„ = 
vorhanden sein. 

Aus der vorausgehenden Erörterung ergiebt sich auch, dass, 
wenn der Rang der Matrix der Koeffizienten den Werth p = n hat, 
dann eine einzige Lösung besteht, und diese kann daher nur die 
ibene sein, sodass wir schliessen dürfen: 



Damit ein System von homogenen Gleichungen eine 
Lösung gestatte, die verschieden ist von der augenfälligen 
Lösung x^ = ^2 = • ■ ■ = 3^n ^ ^, ist nöthig, dass der Rang der 
Matrix der Koeffizienten kleiner sei als n, also kleiner, als 
die Anzahl der Unbekannten. 

Offenbar kann dei Rang diesei Matrix weder grösser sein, als m, 
noch als n und wiid höchstens der kleineren dieser beiden Zahlen 
gleich kommen können Ist m < n, dann werden sich, da doch sicher- 
lich die Rangzahl p kleinei als n sein wiid, mit Bestimmtheit für die 
Unbekannten Weithe finden lassen, die nicht sammtlich Null sind 
und die allen Gleichungen Genüge leisten 

Für JM = M eihalt man den Satz 
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Damit ein System von n linearen homogenen Gleichungen 
in n Unbekannten durch Werthe der Unbekannten, die nicht 
sämmtlieh Null sind, befriedigt werde, muss die Determi- 
nante des Systems Null sein. 

Für ein System von solcher Beachaffenheit kann also der Höchst- 
betrag der Hangzahl p gleich (w — 1) sein. Aus unserer allgemeinen 
Darlegung geht hervor, dass dann hier für die x eine einfach unend- 
liche Schaar (n ■ — {n — ■1) = 1) von Wertben auftritt, die den Glei- 
chungen Genüge leisten, und dass überdies (n — 1) Gleichungen un- 
abhängig sind und die letzte eine Folge der ersteren. 

Ein Minor von der Ordnung {« — 1), und von NuU verschieden, 
sei der in den ersten (n — 1) Spalten und Zeilen enthaltene; es sind 
dann unabhängig die (n — 1) Gleichungen: 

!%i ^'i + ■ ■ ■ + cfi» Xi, = 


Wir wollen mit 

A„i, A,^, ... Ä„.^ 

die algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Zeile be- 
zeichnen innerhalb der Determinante w-ter Ordnung der a. 

Diese algebraischen Komplemente sind nichts andres, als die De- 
terminanten von der Ordnung (n — ■ 1), welche iu der Matiix der Ko- 
effizienten aus den Gleichiuigen (6) vorkommen. 

Nach den Eigenschaften der Determinanten werden offenbar, wenn 
wir an Stelle der x im System (6) die Grössen 

pj.,1, pAa, - ■ ■ eA« 
einsetzen, wobei p eine beliebige Grösse vorstellt, die Gleichungen (6) 
alle identisch befriedigt. Diese Grössen sind hiernach die Lösungen 
des Systems, der Zahl nach eine einfach unendliche Schaar. 

Mithin gilt der Satz: 

Hat man (w — 1) lineare homogene Gleichungen in n Un- 
bekannten, deren Matrix verschieden von Null und vom 
Range (m — 1) ist (siehe den vorausgehenden Paragraphen), 
so sind die Unbekannten proportional den Minoren der Ord- 
nung {n — 1), die in solcher Matrix enthalten sind. 

Kaeh der küralich geschehenen Anmerkung, dass die Rangzahl j> 
die kleinere der beiden Zahlen m und ti nicht überschreiten kann, 
und in Erinnerung dessen, dass p gerade die Anzahl der linearen 
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Gleichungen vorstellt, die von einander unabhängig sind, kommen wir 
zu dem Ausspruch; 

Es kann nicht mehr als n von einander unabhängige, 
lineare homogene Gleichungen mit n Unbekannten geben. 

Die Frage, die wir in diesem Abschnitt behandelt baben, nach 
der Auflösung der linearen Gleichungen, ist namentlich für die Lehre 
von den Determinanten von hoher geschichtlicher Bedeutung. Es ist 
die Frage, die gewissermaassen zu dem öedankengebilde der Deter- 
minanten selbst die Veranlassung gegeben hat. 

Die Formel (4) lieisst die l'ormel von Cramer, weil aie in gewisBem 
Sinne als von diesem Schrifteteller aufgestellt gelten darf i» einer zu seiner Zeit 
berOlunten Schrift: 

Cramer, Introduction ä l'analyse des lignes courbes algöbrigaes, GenevB 
■1750. Appendiee: De l'^vanouisscment des inconnuea. S. 658. 

Die Frage wurde dann, zugleicli mit der andern der Elimination, der sie 
nahe verwandt ist, von Euler, ßezout, Vanderraonde und Laplace be- 
haaideit. 

Euler, Nouvelle mSthode d'ölimineir les quantites inconnuea des öquations. 
M^m. de l'ac. Berlin, t. 20- annee 1784 (1766) [91—104], 

Bezout, Eecherches sur le dögrö des ^uations r^ultautes do I'evanouiase- 
ment dea inconnues, et sur les mojens qu'il convient d'employer pour trouver 
ces gquationa. Möm. de l'ac. Paris t. 33. annöe 1764 (1768) 8" [483—568]. 

Vandermonde, a. a. 0. oben S. 38. Möm, de l'ac. Paris. Annce 1772, 
See. Partie (1776) [616—532], 

Laplace, a. a. 0, oben S. 38. Möm. de l'ac. Paris. Annee 1772. See. 
partie (1776) [267—376] Artiole 4, 

Bezout, Theorie generale des equations algebriques. Paris 1779. 

Die Einfahmng des Begriffes Rang (Charakteristik), mittelst 
dessen sich die Behandlung der Aufgabe so allgemein und geschmack- 
voll gestalten lässt, ist neueren Ursprungs. Von deutschen Schrift- 
stellern haben hauptsäehlich Frobenius und Kronecker sich dieses 
fruchtbaren Begriffes bedient. (Siehe Encycl. d, math. Wiss. I B 1 b. 
Art. 12. Anm. 46.) Man vergleiche übrigens 

Baltaer, Det. 1881. S. 73 Anm. 

Bouch^, Sur la discnaaion des equations du premier degrä. C. R. t. 81. 
juiliet — döcembre 1876 [1060—1062]. 

D'Ovidio, Ricerche sui sistemi indeterminati di equazioni lineari. Acc. 
di Tor. vol. 12. 1876—77 [334—349]. 

CapeIH, in seiner oben (8. 201) angeführten Note. 

Garbieri, a. a. 0, Siehe Literaturbeticht zu g 57. Atti Acc. Gioenia vol. 6. 
aer. 4 (1893), sowie die scbätzbaren Bebandlungen der Algebra von Cesäro 
(Torino, 1894) und Capelli (Napoli 1895), 

Es lassen sich die Determinanten auch verwerthen bei Auflösung 
eines Systems von Gleichungen, die nicht alle linear sind. Für den 
Fall eines Sjstemes, das aus {n — 1) linearen und einer quadratiscben 
Gleichung besteht, vergleiche man: 

Baur, Auflösung eines Systems von Gleichungen, worunter eine quadratiach, 
die andern linear. Zeitsohr. f, Math. 14. Jahrg. (1869) [139—140], 
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Teraluya, Applications des determinants ä l'algfebre et a la geometrie 
analjtique. Areh. d. Math. 63. Theü (1871) [137—187]. 

Zur Auflösung eines Systems von (n — 2) linearen und zwei 
quadratischen Gleieliungen ist nacHzuiesen: 

Gundelfinger, Auflösung eines Systems von Gleichungen, worunter zwei 
quadratisch und die ührigea linear. Zeitschr. f. Math. 18, Jahrg. (1873) [5i3 — 551], 



% 57. Die Beeultaute zweier Grleiohungen. 
Die Diskrimiiiante einer Gleicliung. 

Die Resultante zweier Gleichungen ist eine ganze rationale 
Funktion in den Koeffizienten der beiden Gleichungen und zwar eine 
solche, deren Verschwinden nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür ist, dass die beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel haben. 

Die Eesultante wurde zuerst von Euler aufgestellt. 

Buler, Demonstration sut le nombre des pointe, ou dens lignes des ordres 
quelconques peuvent ee conper. Mem. de l'ac. Berlin, t. 4, annöe 1748 (1760) 
'S34— 248], 

Buler, a. a. 0, oben 8. 205, Möm. de l'ac. Berlin, t. 20. annee 1764 (1766) 

■104] S. 96 ff. 

Bezout, a, a, 0. ohen 8. 306. Möm. de l'ac. Paria, annöc 1764. t. 33, 
Amsterdam 1768 [48.S— 568]. 

Lagrange, Sur i'elimination des ineonnues dans les ^uations. Me'm, de 
Berlin, t. 25. ann^e 1709 (1771) [303— SI8] = Oeuvr. de Lagrange t. 3. Paris 
.869 [141—154]. 

Jaoobi benutzte zu diesem Zwecke die Deteirminanten. Man vergleiche 

Jacobi, De eliminatione variabilia e duabus aequationibus algebraicis. 

. f. Math. Bd. 15 (1836) [101—134], wieder abgedruckt in Jaoobi, Ges. 
Werke, Bd. 3, Berlin 1884 [397—320], 

Weiterhin ist noch hinzuweisen auf: 

Sylvester, A method of determining by mere inspection the derivatives 

two equations of any de^ee. Phil. Ma^. vol. 16 (1840) [132—135]. 

Richelot, Nota ad theoriam eliminationis pertinens. Joum. f. Math. Bd. 31 
1840) [336— 234]. 

Heaae, Über die Bildung der Endgleichung, welche durch Elimination 
einer Variabein aus zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht, und die Be- 
stimmung ihres Gradea. Joum. f. Math. Bd. 27 (1844) [1^5], wieder abgedruckt 
in Hesse, Gesammelte Werke. München 1897 [83-88], 

Eosenbain, Esercitationes analyticae in theorema Abelianuin de inte- 
gralibus fanctionum algebraicarum. Journ. f. Math. Bd. 28 ^1844) [249—378], 

Eosenhain, Neue Darstellung der Eesultante der Ehmination von s aus 
zwei algebraischen öleicbungen f(si) = nnd ipiß) = vermittelst der Werthe, 
welche die Funitionen fiß) und <f{s) für gegebene Werthe von « annehmen. 
Joum, f. Math. Bd. 30 (1846) [167—165]. 

Sylvester, On a theory of tbe syzygetic relations of two rational integral 
fonctions. Phil. Tr. 1853. vol. 113. part. 1 [407-5481. 

Hermite, Estrait d'nne lettre de Mr. Gh. Hermite de Paris ä Mr. Borchardt 
de Berlin sur le nombre des racines d'une ^quation algöbrique comprises entre 
des Umites donneea. Joum. f. Math. Bd, 52 (1866) [39—51]. 

Cayley, Memoir on the resultant of a System of two equations, Phil. 
Trans. toL 147. part. 3 (1867) [703—716] = Coli. math. pap. vol. 2. Cambridge 
1889. N. 143 [440—463]. 
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Oa;yley, Note snr la möüiode d'iflimmation de Bezout, .Toum. f. Math. 
Bd. 63 (1857) 8. 366 f. = Coli. math. pap. vol. 4. Cambridge 1891. S. 38 f. 

Borchardt, Eemarque relative ä la note ptöcödeate (de M. Cayley). Joutn. 
f. Math. Bd, 53 (1867) S. 367f., wieder abgedruckt in Borchardta Werken S. 473 f. 

Brioschi, 8ur une nouvelle propriötö du rösaltant de denx öquations. 
Joum. f. Math. Bd. 53 (1857) [372—376]. 

Fail di Bruno, Note sur un thöoreme de M. BriOBchi. Joum. f. Math. 
Bd. 54 (1867) S. 283 f. 

Borchardt, a a. 0. Siehe oben S. 130. Akad. Berlin, Ber. 1859 [376—388] 
~ Joum. f. Math. Bd. 57 (^1860) [111—121]. 
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Zuv Ergänzung dieses QuellenveraeichniBsea lienntEe man als Wegweiset in 
dem vorliegenden loraehimgsgebiete Encycl. d. matk. Wiss. IBla. Art. 16—19. 

Die Beschäftigung mit der Resultanten erscheint von besonderer 
Wjcttigkeit im Hinblick auf die Lehre von den Invarianten, wenn 
man ihren Ausdruck vermittelst der fundamentalen Invai-ianten des 
Systems zweier gegebenen algebraischen Formen beachtet. Es sind 
in dieser Richtung sehr viele Unterauehungen durchgeführt worden, 
wir können uns jedoch hier auf deren Erörterung nicht einlassen. 

Wir werden uns darauf beschränken, die Resultante von deni 
Gesichtspunkte der Determinanten aus zu behandeln. 

Es giebt mancherlei Formen für die Determinante, durch die die 
Resultante zweier Gleichungen sich darstellen lässt, und dies rührt 
von der Verschiedenheit der Wege her, die man dabei verfolgen kann. 
So lässt die Methode von Bezout eine Determinante «-ter Ordnung 
entstehen (wenn n nämhch die grössere der beiden Zahlen ist, die 
die Grrade der gegebenen Gleichungen ausdrücken), die Methode von 
Euler lässt zu demselben Ergebniss gelangen, auf das man mit der 
sogenannten dialytisehen Methode Sylvesters geräth, sie giebt aber 
eine Determinante der Ordnung (m -\- n), wenn m, n die Grade der 
beiden Gleichungen sind. 

Die vorgelegten Gleichungen mögen sein: 

<p(ic) = a^fX"' -\- %3;"'~^ + a^x'"~'^ -\- ■ ■ ■ + «m = 
ip(x) = \x^ + &,«"-' + h^x^-'' + • - ■ + ö„ = 

Multiphzieren wir die erste mit 

und die zweite mit 

iC™^^, a;™"^, ■ ■ - x,X , 

so erhalten wir im Ganzen (« -|- m) Gleichungen, die gleichzeitig be- 
stehen müssen, wenn die beiden gegebenen Gleichungen von einer 
und derselben Wurzel x befriedigt werden. Diese (n -j- m) Gleichungen 
sind linear und nicht homogen in den 

^>i+m— 1 ^ 5^ii+w — S ^ ... x^ ,X , 

.die der Zahl nach (h -j- w* — 1) sind. 

Damit diese (n + m) linearen Gleichungen mit einander ver- 
träglich sind (Siehe S. 202 f.), muss die folgende {n -\- »!)-reihige 
Determinante der Koeffizienten a^. . .am \. . .^a verschwinden: 
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b,, h 



Diese Determinante ist vom Grade n in den Koeffizienten von g> 
und vom Grade m in denen von tp. 

Das Verschwinden dieser Determinante ist nun, wie wir leicht 
zeigen können, auch die hinreichende Bedingung dafür, dass die 
beiden Gleichungen eine gemeinsame Wurzel besitzen. 

Wir wollen also nachweisen, dass, wenn if ^ ist, sicherKch die 
beiden Gleichungen wenigstens eine gemeinsame Wurzel haben. Der 



Einfachheit wegen nehmen 
Determinante JR werden: 



j ^ 3 , n ^ 2: dann wird die 



&„ b, b^ 
\ öl Ö3 

b^ b^ b.^ 

Wir wollen nun die linearen und homogenen Gleichungen auf- 
stellen : 

öjAj + «0I3 + ftjAg + b^l, = 

«gAj + ffli^a + Ö3A3 + b^X^ + h^X^ = 
«s;.i + a^X, + ?>a-l, + b,X^ = 

Die Determinante dieser Gleichungen ist gerade unser E. Wenn also 
E gleich Null wird, so ergiebt sich, nach den Erörterungen über 
lineare homogene Gleichungen (Siehe S. 203f.), dass es Werthe der 
Unbekannten A giebt, die nicht sämmtlich Null sind und die alle 
Gleichungen befriedigen. Sind dann die Werthe der A auf solche Art 
bestimmt, so multipliziere man beziei 
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mit 
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mit 
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mit 
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und addiere darauf. Man sieht leicht ein, dass man als Ergebniss 
identisch Null erhält. Also wird identisch: 

ß,x + Ä,) <p{x) + (X,x' 4- k,x + X,) t{x) = 
und hieraus folgt (da (p{x) vom 15. Grade ist), dass wenigstens eine 
der Wurzeln von fplx) ^ auch eine "Wurzel YOn it(ic) == sein 
jnuss, da ja der andere Faktor im zweiten Ghede dieser Gleichung- 
nur vom 2. Grade ist in x und daher nicht alle drei Wurzeln von q> 
auch seine Wurzeln sein können. 

Aus dieser Betrachtung gewinnen wir die weitere wichtige Fol- 
gerung, eine Eigenschaft der Determinante H betreffend, Ist M ^ 0, 
so bestehen nicht nur neben einander die linearen homogenen Glei- 
chungen: 

«oft + %f*s -\- «2f*s + %f*i = '^ 

«o(*s + «ifts + «s."4 + «sf*(i = 

^of^i + ^f^3 + hl^» = ^ 

hl^u + ^iFs + hf^A =0 

sondern aus der oben angedeuteten Beweisführung ergieht sieh auch, 
dasa sie befriedigt werden, wenn man setzt: 

(ii = a^, (ts = ^'- f*3 = *% f*4 = ^> ^5=1 
wobei X jene gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen g^ ^ und 
ij} = ist. Indessen folgt aus der Lehre von den linearen Gleichungen, 
dass die Werthe fi, die dem vorangehenden Systeme genügen, pro- 
portional sind den algebraischen Komplementen (diese von Null ver- 
schieden vorausgesetzt) der Elemente einer beliebigen Zeile innerhalb 
der Determinante R des Systems. Also gilt der Satz: 

Wenn R gleich Null ist, so sind die algebraischen Kom- 
plemente der Elemente aus einer seiner Zeilen (wenn sie nicht 
Null sind) proportional den auf einander folgenden Potenz- 
werfchen einer und derselben Grösse, das heisst, sie bilden 
eine geometrische Reihe. 
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Überdies können wir auch den Werth der gemeinsamen Wurzel 
beider Gleichungen herleiten, da doch augenscheinlich nach unserer 
Darlegung der Werth der gemeinsamen Wurzel gleich 
kommt dem Yerhaltniss der algebraischen Komplemente von 
zwei auf einander folgenden Elementen innerhalb einer be- 
liebigen Zeile von B. 

Macheu wir nun die Annahme, dass alle algebraischen Komple- 
mente der Elemente von B verschwinden, dann lassen die linearen 
Gleichungen bezügHeh l eine doppelt unendliche Schar von Lösungen 
zn. Daher können wir für X^, ig, Aj, X^, X^ zwei verschiedene Werth- 
systeme auffinden, welche sich von einander nicht blos um einen 
Proport ionahtätsfaktor unterscheiden. In Folge davon erhalten wir 
zwei Identitäten der Gestalt: 

(l^x + Aa)9-(.r) + (A^iC^ + X^x + X^)ij(a:) = 

und wenn wir die erste mit Ag multiplizieren, die zweite mit Xg und 
subtrahieren, so ergiebfc sich: 

[{liX; — XiXi)x + {X^X; — AUs)] ?P(«) + 
-^[iXiX — XiX.,)z + (XaXi — XBXsJjil^ii] -=- 

Hieraus kann man entnehmen, dass wenigstens zwei Wurzeln von 
qi(x) = (und dies ist vom 3 Grade) unter denjenigen von i'{x) = 
enthalten aem müssen, weil ja der Faktor, dei in dieser Identitöt 
mit ip multipliziert eisiheint, uui vom 1 Grade ist 

Fährt man so toit, ^^o eihd,lt man schhesshch dies allgemeine 
Ergebnis« 

Wenn if = d ist so h^ben die beiden Gleuhungen sicher 
wenigstens eine gemeinsame Wurzel; es ändert sich aber 
nach dem Werthe des Ranges von B die Anzahl der beiden 
Gleichungen gemeinsamen Wurzeln; im Besonderen, wenn 
die Rangzahl von B (m -\- n — Ä) betragt, also alle Minoren 
von höherer Ordnung als (m -{- n — k) Null sind ohne dass 
die von der Ordnung {m -\- n — h) sämmtlich verschwinden, 
dann werden die beiden Gleichungen h gemeinsame Wurzeln 
besitzen. 

Auf diese Weise sind wir dazu geführt, diese weitere, noch all- 
gemeinere Frage aufzuwerfen: Welches sind die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass zwei Gleichungen 
k gemeinsame Wurzeln zulassen? Die kurz vorher aufgefundenen 
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Bedingungen stellen sich liier nur als die hinreichenden, nicht als 
die nothwendigen dar. 

Diese BcdingTingen werden sich uns in einer Gestalt darbieten, 
die zicmheh einfach und derjenigen der oben aufgefundenen hin- 
reichenden Bedingungen entsprechend ist, wenn wir eine andere Form 
der Resultante in Betracht ziehen und zwar gerade die nach Bezout 
benannte Form. Wir werden hierin den beiden schon (Siehe S. 207) 
angeführten Aufsätzen von Darboux folgen. 

Wesentlich ist es, hier anzumerken, dass man eine entsprechende 
Untersuchung, die jedoch die Resultante nicht in der Form von 
Bezout, sondern in der von Euler behandelt, Garbieri zu verdanken 
hat, in seinem Aufsatze: Sulla teoria dell' eliminazione fra due 
equazioni (Siehe oben S. 207). Die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass p gemeinsame Wurzeln vorhanden sind, wurden 
von Kronecker gegehen, indem er die Determinanten einer gewissen 
Folge, an deren Anfang die Resultante steht, gleich Null setzte. 
(Siehe Kronecker, Akad. Berlin, Ber. 1881; Netto, Journ. f. 
Math. Bd. 116.) 

Wir wollen die Methode von Bezout nach ihren llauptzügen 
angeben. 

Wir beginnen mit der Voraussetzung, dass die beiden Gleichungen 
desselben Grades sind, also m = » . 

Multiplizieren wir die erste mit b^, und die zweite mit a^, und 
subtrahieren, so ergiebt sich eine Gleichung vom Grade (n — 1) der 
Gestalt: 

(Oi&o — «o^i)^""' + (%^o — «oM^""' H h («"''o — »0^0 == 

Multiplizieren wir nun die erste Gleichung mit 
b^x -f b^ 
und die zweite mit 

a^x + a^ 
und subtrahieren, so erhalten wir noch eine Gleichung vom Grade 
(« — 1) und zwar: 

(o,S. - o.S,)a^-' + [(a,\ - o.J.) + (o,S, - uA)]"-' + ■ ■ ■ - 
Wir können in dieser Weise fortfahren, indem wir die erste 
Gleichung mit 

b^x^ -^ b,x -\- h^ 
multiplizieren und die zweite mit 

a^x^ + CiX -\- fflg 
und dann subtrahieren, und so des Weiteren. 
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Wir erhalten dann im Ganzen n Gleichungen vom Grade (n — 1) 
und damit diese alle zusammen bestehen können, muss die Determi- 
nante der sämmtlichen Koeffizienten gleich Null sein. Setzen wir im 
Allgemeinen: 

(a,b, - a,b,) = (v) 
r die Determinante: 



(10) (20) 

(20) (30) + (21) . 



(»0) 



(„1) 



(iiO) 
(„1) 



(», n — 1) 



Wir haben hierin eine symmetrische Determinante w-ter Ordnung, 
deren Entwicklang in Bezug auf die Koeffizienten einer jeden der 
beiden Gleichungen vom Grade n ist. 

Sind unsere beiden Gleichungen nicht desselben Grades, so lassen 
sie sich auf denselben Grad bringen, indem man die von niedrigerem 
Grade mit einer passenden Potenz von x multipliziert. Man wird auf 
solche Weise alle die n Gleichungen herstellen können, die man in 
dem andern Fall erhält; daher wird sich auch nach dieser Methode 
eine Determinante des nämlichen Grades bezüglich der Koeffizienten 
der beiden Gleichungen ergeben. Da wir wissen, dass die Resultante 
vom Grade n sein muas in den Koeffizienten der Gleichung m-ten 
Grades und vom Grade m in den Koeffizienten der Gleichung w-ten 
Grades, so muss demgemäss augenscheinlich in diesem Falle sich ein 
Faktor abscheiden vom Grade {n — m) (« > m) in den Koeffizienten 
der Gleichung niedrigeren Grades. 

Wir können übrigens zu dem Ergebniss auch ohne fremden Faktor 

gelangen, wenn wir anstatt n Gleichungen nach der angegebenen 

Methode aufzustellen nur m davon nach einander bilden und für die 

Übrigen (n — m) Gleichungen die folgenden wählen: 

x''~'"^^^(x) = 

x''-"'-V(^) = 



<p{x) = 
alles Gleichungen, deren Grad gleich oder kleiner ist als n — 1. 

Man wird dann nicht mehr eine symmetrische Determinante er- 
halten, sondern die m ersten Zeüen werden wie vorher gebildet sein, 
die andern (n — m) aber im Gegentheil aus den Koeffizienten der 
Gleichung niederen Grades. 
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, Die Reeultante zweier Glaiohungen. 
erMit man zum Beispiel die folgende De- 






Kach der Methode von Bezout gelangt man also in jedem Fall 
stets zu Determinanten von der Ordnung n, während man mit dem 
Verfahren Eulers Determinanten der Ordnung (n -\- in) bekommt. 
Diese zweierlei Determinanten sind von gleichem Grade mit Bezug 
auf die Koeffizienten der beiden Gleichungen und lassen sich eine in 
die andere überführen. 

Wir wollen nicht auf die Einzelheiten dieser Umwandlung ein- 
gehen, worüber man nachlesen mag: Trudi, Teoria dei determinanti. 
NapoH 1862. S. 101, Baltzer, Det. 1881. S. 123 ff. 

Wir gehen statt dessen dazu über, folgenden Lehrsatz von 
Darboux (a. a. 0.) nachzuweisen: 

Nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die beiden Gleichungen vom Grade m,n{m ■^n)'p gemein- 
same Wurzeln haben, ist es, dass die Matrix der Determi- 
nante von Bezout (w — p) zum Rang hat. 

Zum Beweis, dass diese Bedingung hinreicht, kann man durchaus 
denselben Weg gehen, der im Fall der Eulerschen Determinante 
eingeschlagen wurde. 

Die "Überlegung wird dieselbe sein wie dort, wir wollen uns mit- 
hin deren Wiederholung erlassen. 

Wm aber den Nachweis dafür anbetrifft, dass die angezeigte Be- 
dingung wirklich nothwendig ist, so folge hier die Beweisführung 
von Darboux. 

Wir setzen: 

QV + \ ) y (*) - iv + ». ) %■(.") - U") 
(h,x—' + ■■■) f(x) - (0,1--' + . ^ . ) *(x) _ /._,(x) 

Die Determinante von Bezout wird durch die Koeffizienten der 
folgenden Gleichungen gebildet, deren Grad gleich oder geringer ist, 
als (n — 1): 
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(1) 



Ux) = 



xy{x) = 

Setzen wir nun voraus, dass <p und ^ einen gemeinsamen Faktor 
vom Grade p besitzen und sei dies F{x), so werden offenbar alle auf 
der linken Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke F(x) zum 
Faktor haben imd es wird darum geschrieben werden kÖunen: 





ax)- F„(f)F(x) 




/;&)- F,(x)F(x) 


(2) 


f.-,W- F._,[x)F{x) 


x\(x) =^« Vi^-FC^) 
Es mag überdies noch 


ii,{x) = ii,^{x)F{x) 
sein, ^1 und i)^ keinen weitereu gemeinsamen Faktor enthalten. 
Setzen wir dann: 



x''-f-'^F{x) = s„_j,_, 
so wird offenbar, dass alle die w Polynome (1) sich linear und homogen 
vermittelst der Zgg^ . . . z^—p—i ausdrücken lassen, die aber ihrerseits 
lineare Ausdrücke in den 



Somit dürfen wir behaupten, i 
bestehens der Gleichungen (1) die i 
Setzen wir: 

(f)^ = ßgÄ'"-? + u■^^x"'-'''- 



äss in Absieht 
identisch verseh 

-' + ... + «„,_^ 



:ä Zusammen- 
uden müssen. 
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SO finden wir; 

-F, - r.Wo« + A)9.,(i)--(«„i--«,)*,(»)] + ritA')',(a!) -«,*.(«)] 

Also ist das System der Gleichungen 

jr^ = o, j; = o, - ■ . j;,_p_i = o 

auf das folgende Gleichungeasy stein zuriiokfübrbar l 

_Fi = (^,^ + A)9'i(^) - («0^ + '^d^M = 

K,-^-i = (ft^"-^-i + ■ ■ - ) y,(a;) - (,x,x"'-P-^ + . . - ) ,/,j(«) =. 
Will man naeli dem Verfahren von Bezout die Residtante der 
Gleichungen vom Grade (m — p) und (n — p), q}^ =0 und if^^ = 
aufsuchen, so hat man die Determinante der Koeffisienten gerade von 
diesen {n—p) Gleichungen: 

Fi^O K = ■ ■ ■ K,-j,-i = 

zu bilden. 

Diese Determinante ist daJier Ton Null verschieden, weil (p^ und 
^i der Annahme nach keinen gemeinsamen Faktor besitzen; indessen 
stimmt, nach den soeben geschehenen Bemerkungen, die Determinante 
üherein mit der zu den folgenden Gleichungen gehörigen: 
^0 = ■ ■ ■ F^-p-i = 
x''—'^~^ipj^(x} = - ■ - x°ip^(x) =^ 

Multiphzieren wir in diesen Gleichungen jede Potenz von x mit 
F(x), so erhalten wir ebensoviele lineare Gleichungen in s^^z^ . . . 
und deren Koeffizienten sind augenscheinlich dieselben, wie sie diesen 
nämlichen Gleichungen als linearen Gleichungen bezüglich der ver- 
schiedenen Potenzen von x zukommen. Wir erfahren also, dass (n — p) 
lineare Gleichungen in den (n — p) Grössen s eine von Null ver- 
schiedene Determinante besitzen, dass mithin keine weiteren Werthe 
für die 3 vorhanden sind, die gleichzeitig jenen Gleichungen Geniige 
leisten könnten, als nur die Werthe Null. 

Die n Gleichungen (1) sind daher sämmtlich lineare Verbindungen 
der übrigen Gleichungen, die zwischen denselben Veränderlichen be- 
stehen, und deren Anzahl {n — p) beträgt, mmlich: 
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Mithin sind von jenen n Gleichungen wenigstens p eine Folge der 
übrigen und nach einem Lehrsatze über lineare Gleichungen ersieht 
man, dass die Rangzahl der Determinante der Koeffizienten aus dem 
Gleichungen System (1) nicht grösser sein tann als (n- — p); sie kann 
jedoch auch nicht kleiner sein, widrigenfalls man bei Wiederholung 
des ersten Theiles des Nachweises (soweit er sich nämlich auf die 
Erkenntniss des hinreichenden Charakters der Bedingungen bezieht) 
den Schluss zu machen haben würde, dass die vorgelegten beiden 
Gleichungen mehr als p gemeinsame Wurzeln hätten und dies zwar 
im Widerstreit gegen die Annahme. 

Wenn man, wie oben gesagt (Siehe S. 212), Garbieri zufolge 
eine ähnliche Untersuchung anstellt, wobei man jedoch die Eulerache 
Determinante in Betracht zieht, so findet man Bedingungen, die den 
hier erörterten entsprechen, die sich zwar nicht auf eine quadratische 
Matrix beziehen lassen, aber wohl auf eine gewisse rechteckige Matrix, 
die in der Eulersehen Determinante enthalten ist. 

Das ist nämlich eine rechteckige Matrix, die man aus der 
Eulersehen Determinante herleitet, wenn man die ersten (n — p -\- 1) 
Zeilen der a und die ersten (m —p -j- 1) Zeilen der b herausnimmt 
und die letzten (p — 1) Spalten unterdrückt, die dann nur mit Ele- 
menten Null besetzt erseheinen, 

Bedingung dafür, dass hier p gemeinsame Wurzeln vorhanden 
sind, ist, daas diese Matrix (nach der Bezeichnung Garbieris) einfach 
Null wird, das heisst, dass sie zum üang (m -\- n — 2p -\- V) habe 
oder dass alle in ihr vorkommenden Determinanten höchster Ordnung 
(deren Ordnungszahl gerade (»»-(- w — 2jj -[- 2) beträgt) verschwinden 
und nicht alle von niedrigerer Ordnung Null werden. 

Die Bedingungen für das Vorhandensein von p gemeinsamen 
Wurzeln sind rein aus dem Gesichtspunkte der Determinantenlehre, 
abgesehen also von jeder Beziehung zu Invarianten, behandelt durch 
Lüroth und Noether. (Siehe Literaturverzeichniss auf S. 207.) 



Andere Methoden zur Untersuchung der Resultanten sind gegeben 
von ßosenhain (a. a. 0. Journ, f. Math. Bd. 30), Cayley (a. a. 0. 
Jouni. f. Math. Bd. 53) und von Borcbardt (a, a, 0. Journ. f Math. 
Bd. 57). 

Das Cayleysehe Verfahren besteht in einer gewissen Abwandlung 
des Bezoutschen. Sind tp(x) = 0, ^(a:) = die beiden in Rede 
stehenden Gleichungen und vom gleichen Grade, so betrachten wir 
den in x und y symmetrischen Ausdruck 
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V j »y X — y 

J'ühreii wir die hier angezeigte Division aus, so lässt sich F schreiben 

F{x,y) = ^CikX'y'% {dk = ct,-) 



Haben nun tp ^ , tjj == eine gemeinschaftliche Wurzel, so i 
für den Werth von x, der dieser Wurzel entspricht, die Koeffizienten 
der verschiedenen Potenzen von y in diesem Ausdrucke versehwinden, 
man erhält dann also die Gfleichungen: 

^c;n a;' = 

Scn X' ^ 



Daraus folgt das Verschwinden der Determinante 

und diese Determinante ist die Resultante. Der vorliegende Aus- 
druck für die Resultante ist von besonderer Bedeutung, weil ihre Be- 
handlung innerhalb der Invariantenfcheorie der binären Formen, wie 
Gordan gezeigt hat, hier ihren Ausgang nimmt. 

Gfordan, Über die Bildung der Eesultante zweier Gleioliungen. M, A. 
Bd. 3 (1871) [356—414]. 

Schreibt man F in seiner sogenannten symbolischen Form (Siehe 
Clebsch, Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig 1872; 
Gordan, Vorlesungen über Invarianten theorie, Bd. 2. Binäre Formen. 
lisipzig 1887 oder in zusammenfassender Darstellung Pascal, Reper- 
torium der höheren Mathematik I. Leipzig 1900, Kap. 12.) 

ao zeigt Gordan, dass die Resultante li symbolisch durch 

B - Ilinn) («,«») (i,k = 0, 1, ...... 1) 

wird. 
Aus dem Gesichtspunkte der Formenlehre betrachtet, beruht die 
grosse Bedeutung der Resultante auf dem Umstände, dass sie ein aus 
den Koeffizienten der beiden Gleichungen gebildeter Ausdruck ist, der 
die sogenannte Invarianteneigenschaft besitzt oder dass sie eine 
Invariante ist. (Siehe die vorher angeführten Schriften.) 
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Wir dürfen uns hierauf nicht weiter einlassen, weil es una von der 
Determioantenlehre, unserem Hauptgegenstaude weitab führen würde 
und wollen nur noch einige Bemerkungen und Hinweise hinzufügen. 

Es lässt sich nachweisen (und dies hat Gordan gethan), dasa die 
inTarianten Bedingungen für das Vorhandensein von zwei (nicht einer) 
zweien Gleichungen gemeinsamen Wurzeln nicht durch das Verschwinden 
zweier Invarianten ausgedrückt werden können, sondern durch das 
Verschwinden aller Koeffizienten einer gewissen Kovariante, die von 
Gordan @ genannt worden ist. 

Im Gegensatz hierzu lassen sich die invarianten Bedingungen für 
das Auftreten von drei gemeinschaftlichen Wurzeln zweier Gleichungen 
darstellen, indem man zu der Bedingung, die das identische Ver- 
schwinden von & ausspricht, die Bedingung des Versehwindens einer 
weiteren Invariante hinzufügt. Hierfür ist der Nachweis durch 
Pascal geführt. 

Pascal, Sopra certi co^arianti simultaJiei dei siatemi di due quartiche e 
di due quinticlie. Ann. di mat. 2 ser. vol. 16 (1888) [85—99]. 

An diesem Satze ist bemerkenswerth, daas die neue Beziehung 
zwischen den Koeffizienten, die in Verbindung mit =; die Be- 
dingung liefert, unter welcher die beiden Gleichungen drei gleiche 
Wurzeln haben, sich in die Form einei Invariante bnngen lasst Diese 
Form erhält man beispielsweise nicht, wenn man von dei Bedingung 
für die Gleichheit einer Wurzel (_iJ^liJ zu der fui die Gleichheit 
zweier Wurzeln übergeht. 

Zum Schluss weisen wir auf einige Beiechnungen hin die seither 
(aus dem Gesichtspunkte der Invariantenlehre) für die ßesultante 
zweier Gleichungen von bestimmtem Gnde angestellt worden sind 

Tür eine öleichimg beliebigen C rades und eine cnadratisclie Clebsch. 
Joum. f. Math. Bd. 58 (1861) [273— 191] und Theorie dei bmiren algebraischen 
Pormen. Leipzig 1872, S. 84 ff ^ 

Für eine Gleichung beliebigen Grades und e ne kilis he Pascil Giom 
di Batt, vol. 26 (1887) [267—280]. 

Für zwei Gleichungen, deren Grad niedriger als 4 CleVsch a a U 

Für eine biquadratische Gleichung und eme kubieche; Brioschi, Oollectanea 
mathem. in memoriam Chelini. Mailand 1881 ['äia — 219}, 

Für awei Gleichungen 4-ten Grades r D'Ovidio, Acc. diTor. vol. 15. 1879—80 
[385—389]. (Siehe auch Brioschi, Acc. di Tot. vol. 31. 1895-96 [441— i46]} 

Für eine Gleichung vom G-ten Grade und eine quadratische oder kubische : 
D'Ovidio, Mem. d. soc. ital. d. scienze (detfca dei XL) vol. i. (1882) Nt. 2 [1-19]. 

Für eine Gleichung 5-ten Grades und eine zweite vom 4-ten oder 5-ten 
Grade: D'Ovidio, Roma Acc. Line. mem. aer, 4 vol, 4 (1888) [607—622]. 

Weiterhin lese man beaitglich der Berechnimg der invarianten Bedingungen 
für das Auftreten zweier oder dreier gemeinschaftlicher Wurzeln, bei zwei 
Gleiohungen 4-ten oder 5-teii Grades Gordan, a. a, 0. Math. Ann, Bd. 3 und 
Pascal, a. a. 0. Ann. di mat vol. 16, sowie Acc. Nap. Eend. ser 3. vol, 2 (1838) 
[402—409]. 
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Theil II; § 57. Die Diskriminante einer Gleichvmg, 



, derjenigen 
nante einer 



Eine Untersuchung, die in enger Bezieimmg steht i 
über die Eiesultante, hat zum Gegenstände die Diskrinii] 
Gleichung. 

Diskriminante einer Gleichnng heissfc diejenige rationale 
ganze Funktion der Koeffizienten, welche der Null gleich, 
gesetzt die nothwcndige und hinreichende Bedingung dafür 
darstellt, dasa die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hesitzt. 



Aus der Algebra i 
gleiche Wurzeln hat, die 
der linken Seite der öleic 



i ist bekannt, dass, wenn eine Gleichung zwei 
diese Wurzel auch Wurzel der ersten Ableitung 
leichung ist, und umgekehrt, wenn die Gleichung 
eine Wurzel gemeinsam hat mit ihrer ersten Ableitung, dass sie dann 
eine doppelte Wurzel besitzen wird. Es folgt daraus, dass die Unter- 
suchung der Diskriminante sich zurückführen lägst auf die Unter- 
suchung der Resultante der vorgelegten Gleichung und ihrer ersten 
Ableitung, diese gleich Null gesetzt. 

Der Name Diskriminante rührt yoii Sylvester her. 

Sylvester, On a remarkatle dieoovery in tlie theory of cauonieal forma 
and of hyperdeterminants. Phil. Mag. set. 4. vol. 3. (1851) S. 406. 

Man wird die Diskriminante leicht mit Hilfe der Wurzeln dar- 
zustellen vermögen, weil ja offenbar, wenn man das Produkt aller 
Quadrate der Wurzeldifferenzen zu je zweien bildet, sich ein Ausdruck 
ergiebt, der in den Wurzeln symmetrisch, sich in Folge dessen ver- 
mittelst der Koeffizienten der Gleichung darstellen lässt, der andrer- 
seits, wenn er gleich Null ist, die Gleichheit zweier Wurzeln anzeigt 
und der, im Fall, dass zwei Wurzeln gleich sind, sicher verschwindet. 

Nun ist bekanntlich 

1 1 



gleich dem Produkte der Differenzen der Grössen a, zu zwei und 
zwei genommen, also dürfen wir schliessen, dass die Diskriminante 
das Quadrat dieser Determinante ist. 

Stellen wir dies Quadrat durch zeilenweise Multiplikation her und 
lassen für die Summe der gleichen Potenzen der Wurzeln die Bezeichnung 



in der Rechnung auftreten, so ergiebt sich, dass dasselbe seinen Aus- 
druck findet in der Determinante (von der Art der nach Hantel be- 
nannten, siehe § 19) 
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Die Diskriminantej wenn sie als die Resultante toh f und seiner 
ersten Ableitung berechnet wird, einlebt sich in der Determinante der 
Ordnung (in— 1): 



(n — 1) »I , 



bei der die Zeilen von der ersten Art in der Anzahl (n — 1) und 
die Zeilen zweiter Art in der Anzahl n vorhanden sind. Man hat es 
mit einem Ausdruck zu thun, der augenscheinlich durch ög theilbar 
ist, und, -wird dieser Falttor unterdrückt, so bleibt jedes Glied vom 
Grade (2n — 2) bezüglich der Koeffizienten der Gleichung. 

Gleich der Eosultante hat naturgemäss auch die Diskriminante 
die Veranlassung zu wichtigen Untersuchungen auf dem Gebiete der 
Lehre von den binären Formen gegeben. Für die Diskriminante 
besteht die wesentliche Eigenschaft, dass sie eine Invariante 
ist für die linke Seite der vorgelegten Gleichung. 

Wie wir es bei der Resultante gethan, geben wir noch einige 
Hinweise auf Schriftsteller, die Diskriminanten von Gleichungen ver- 
schiedener Grade berechnet haben. 

i'ür die erBten vier Gradzalileii verläuft die Untersuchung olme Schwierig- 
keiten. Man vergleiche heispiels weise die oben (Siehe S. 319) angeführte Schrift 



n, Camh. Dubl. niath. Journ. vol. 6 (1850). 
■ ', Journ. f. Math. Bd. Ö3 (1867) [372-~.S76] 
I S. 159. — Maisaao, Math. Ann. Bd. 30 



a Clebaoh. 

Für den 5-ten Grad: Sali 

Fflr den 6-ten Grad: Bri 
und Ann. di mat. ser. 2 t. 1 (1867— 
(1887) [442—4631. 

Pur den 7-ten Grad: Gordan, Math. Ann. Bd. 31 (1888) [See- 600] — 
BrioBchi, Ann. di mat. ser. 3 voL 20 (1897) [255—369], 

Ffir den 8-t«n Grad: Maisano, Rend. Circ. mat. Palermo t. 3 (1889) [53—69] 
und t. 4 (1800) [1—8]. 

Weitere Quellen für das vorliegende Forschungsgebiet finden eich iaPascals 
Eepertorium der höheren Mathematik I Leipzig 1900. Eap. 12, g 5 oder aus- 
führlicher in Encyc!. d. math. Wias. I B 1 a. Art. 20—22 und I B 2 Art, 25. 
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g 58, Allgemeine Eigenactiafteri der Funktionaldetermmanten. 
Lehrsätze von Jacobi. 

Mit den Funktion aldeterminanten hat sich zuefst Jaoohi besckäftigt, und 
aufl dieBem Grunde aiud sie ancli von Sylvester als „Jacobians" und danach 
als Jacobische Determinanten bezeichnet worden. 

Jacobi, a. a, 0. (Siehe Literaturbericht auf g. 184) Journ, f. Matli. Bd. 12, 

Jacobi, De determinantibus functionalibiiB. Journ. f, Math. Bd. 20 (1841) 
[319—359], -wieder abgedruckt in Jacobi, Ges. Werke Bd. 3. Berlin 1884 
[396 — 438], {Deutsche Ausgabe mit Anmerkungen durch Stäckel in Ostwalds 
Klassikern der esakten WiBsenschaften N. 78.) 

Jacobi, Vorlesungen über Dynamik. Ges. Werke, Snpplementband, Berlin 
1884. S. 100 ff. 

Weitere Arbeiten über die Punktionaideterminanten sind die folgenden; 

Sylrester, a. a, 0, (Siehe LiteraturbericM auf S. 206) Phil. Tr. 1853. vol. 
143. part 1 |;407— 6i8] 8. 476. 

Donkin, On a dasa of difierential equations, including thoae whick occur 
in dynamical problems. Phil. Tr. 1854, vol. 144. part 1 [71—113]. 

Cayley, Note sur une formule pour la reversion des söries. Journ. f. Math. 
Bd. 52 (1866) [276—284], wieder abgedruckt in Cayley, Coli, matb. pap. vol. 4. 
Cambridge 1891 [30—37]. 

Clebach, Über eine Eigenschaft von Fnnktionaldeterrainauten. Journ. 
t. Math. Bd. 69 (1868) [355-358]. 

Neumann, C, Zur Theorie der Funktion aldeterminanten. M. A. Bd. 1 (1869) 
S. 208 f. 

Kronecker, Bemerkungen zur Determinanten -Theorie. Journ. f, Math. 
Bd. 72 (1870) S. 163 ff. (Bemerkungen zu § 12 von Baltzera Determ. Siehe Lite^ 
raturberioht auf S. 107.) 

Casorati, Sui determinanti di funaioni. Ist. Lomb. Mem. vol. 13 (ser. 3. 
vol. 4) (1877) — fasc. 2. 1875 [181—187]. 

Torelli, Sui determinanti di funzioni. Eend. Circ. mat. Palermo, tom, 7. 
1893. parte prima [75—84]. 

Wir unterlassen es, zahlreiche andere Arbeiten anzuführen, die mit diesem 
Lehrgebiet in mehr oder weniger enger Berührung stehen und verweisen noch 
auf Scott, Dct. 1880 ohap. 10 ri29— 145], Baltzer, Det. 1881. § 12 [139-162], 
Gordan (Kerschenateiner) , Yorlesungen über Invariantentheorie. 1, Bd. Leipzig 
1886 [120—131] und auf Nettos DarateDung in Encycl. d. math. Wiss. IBlb. 
Rationale Funktionen mehrerer Veränderlichen, Art. 21. 

Es mögen gegeben sein n Funktionen y^y^ ■ ■ ■ V" '^'^^ ** Ver- 
änderlichen x,x^...a:n- Man bilde die Determinante 



^Vx 



tlt 



Syt 



Diese heisst die Funktionaldeterminante oder Jacobische 
Determinante der j/. Der grössere Theil der Lehrsätze, die wir für 
solche Determinanten vorfinden werden, lässt eine bemertenswerthe 
Übereinstimmung hervortreten, die zwischen ihnen und den Ableitungen. 
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der Funktionen einer 
dient man sich aucli für 



Vei-änderlichen besteht. Deshalb be- 
Determinanten des Symboles: 

(gl ■ ^8 ^ ■ - ■ y„) 



Aus der Gestalt von J geht augenscheinKch hervor, dass auch 
seine Minoren Funktionaldeterminanten sind, mit der einzigen Ab- 
weichung, dass einige der gegebenen Funktionen darin nicht mehr 
vorkommen und einige der Veränderlichen nicht mehr als solche an- 
gesehen werden. 

Eine erste wichtige Eigenschaft der Jacobischen Determinanten 
ist die folgende: 

Wenn wir uns die tf^, y^, ...,!/„ als Funktionen der 



vorstellen und diese ihrerseits als Funktionen der x^ . . . x„, 
dann ist die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf 
die X gleich dem Produkte der zwei Jacobischen Determi- 
nanten, einer der y rücksichtlich der z und einer der 2 rück- 
sichtlich der X, 

Diese Eigenschaft der Funktionaldeterminanten entspricht der 
ähnlichen, die an der Ableitung zusammengesetzter Funktionen 
kenntlich wird. 

Wir wollen mit einander multiplizieren die beiden Determinanten: 



ÖS, 

und zwar wollen wir dies Produkt in der Weise herstellen, dass wir 
die Zeilen der ersten Determinante mit den Spalten der zweiten ver- 
binden. Es wird dann das Element der Produktdetenninante, dem 
die Ordnungszahlen ij zukommen, ausgedrückt durch 



dz, dx. 



'JIJ^: 



und dies ist gleich 



Hierdurch erscheint der Lehrsatz erwiesen. 
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Es mögen die J/i,.--,i/n als Funktionen der x^ . . . x^ be- 
stimmt sein und diese wiederum sich als (inverse) Funk- 
tionen der y betrachten lassen. Dann haben die Jacobisehe 
Determinante der y mit Bezug auf die x und die Jacobische 
Determinante der x mit Bezug auf die y reziproke Werthe. 

Betrachton wir nämlich die y ala Funktionen der x und die x 
als Funktionen der y und beachten mithin, dfl,BS die Determinante 
der y bezuglich der y gleich 1 ist, weil ja 

^^ _ 1 -^ — 

so ergiebt sich bei Anwendung dea vorausgehenden Lehrsatzes 

ö (a^ , . . ai„) d(y^ . . ■ v„) 

und hiermit die vor angestellte Behauptung. 

Dieser Lehrsatz entspricht augenscheinlich demjenigen über die 
Ableitung der inversen Punktionen. 

Wir kommen nun zu einem weiteren Lehrsätze, der mit dem 
über die Ableitung implioite gegebener Funktionen verglichen 
werden mag. 

Es mögen die Funktionen y von x implicite gegeben sein durch 
die n Gleichungen 

F,{y,..-y., x,...x„) = 

F„(y^...y„, Xi...x„) = 

Die Jacobische Determinante der y mit Bezug auf die x 
ist dem absoluten Werthe nach gleich dem Quotienten der 
beiden Jacobischen Determinanten, einer, die den F rUck- 
siehtlich der x und einer, die den F rüekaichtlich der y au- 
gehört, im Besonderen 

d(F, ... F„) 

0(^1 ■ ■ ■ y,) 

Und wirklich, nehmen wir an, dass innerhalb der F an Stelle 
der y ihre Ausdrücke in den x gesetzt werden, so werden jene Gleich- 
ungen identisch NuU. 
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Man erhält also 


die Beziehungen; 














^ an- 


8-F, 8», 


1 ä^."!'. , 




+ 


81", 


8». 
8<., 




Diese 


zeigen aber, dass das Produkt 
















8(.. . 


■■V.) d(F,..^ 


F^ 


) 

) 








■ ■ «„) 8 (!/!■■ ■ 


y^ 




gel 


lau glei 


eh kommt 


(- 


n.8(*'.-..F, 


.) 











^i)s>. ,..«. 





Ein Lehrsatz, der den Funktionaldeterminauteu eine besonders 
hohe Wichtigkeit verleiht, ist der folgende: 

Als DOthw endige und hinreichende Bedingnng dafür, 
dass zwischen n Funktionen von n Veränderlichen eine Be- 
ziehung besteht, ist es anzusehen, wenn ihre Jacobische De- 
terminante identisch verschwindet. 

Sind gegeben 

Vi = q'i (*i ■ ■ • ^0 

Vn = ^P^iC^i . ■ . x„) 

und verschwindet, wenn man (n — 1) Veränderliche x eliminiert, auch 

die letzte noch, so erhält man eine Beziehungsgleichung zwischen den y 

F(Si ... S.) - 

Aus dieser Gleiehuug ergiebt sich: 

dF8y^ dFby^ dFdy„ 

Hi^l^i '^ W^^i ~^ " ' ^ W«^i'^ 
giltig för einen beliebigen Index i. Hiemach sieht man, dass zwischen 
den Elementen ein und derselben Spalte innerhalb der Funktional- 
determinante stets dieselbe lineare homogene Gleichung besteht, mit- 
hin diese Determinante identisch verschwindet. 

Setzen wir nun umgekehrt voraus, es sei die Determinante 
gleich Null. 

Wir woUen dann aus den Gleichungen für die y die (w — 1) Ver- 
änderlichen x^ ■ . -x^ eliminieren. So erscheint eine Gleichung: 

in der, wie wir werden zeigen können, die Veränderliche x^ nicht 
vorkommt. Mit andern Worten, es wird die Ableitung von ^ mit 
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Bezug auf X, versehwinden und damit wird dann der Lehrsatz er- 



Betr achten i 



mlieh 



yi, Vü, ■■■> yn 
als Funktionen von Xj^x^ . . . x„ und lassen diese dann wiederum als 
Funktionen der x^y^ . . .yn gelten. Augenscheinlich ist ja x^ eine 
Funktion von sieh selbst, und was x^x^ . . .x^ anlangt, so können 
diese als Funktionen Ton x^y^. . .y^ betrachtet werden, indem man 
die letzten [n — 1) Gleichungen y^ = <p^, . . .,y^ = rpn nach x^ . ■ . Xn 
auflöst. 

Wendet man dann den ersten der oben bewiesenen Lehrsätze an, 
so ergiebt sich: 

o{yi ■ . - Vr) _ S(j/i ■ ■ ■ y,) S(x, ... x^) 
8(x, tf, . . . y„)~ d{a^ . . . x^)' d(x, y, . . . y^)- 

Der erste Faktor auf der rechten Seite ist der Annahme zufolge 
Null also wird auch der Ausdruck auf der Unken Seite NuU sein oder 



Sy^ 8y^ 



dy^ 



Nun sind bei der Bildung dieser Determinante die y^y^ ■ ■ ■ yn als 
Funktionen von 

3^1 Vi-'-yn 

gedacht, ?/i als Funktion dieser Veränderlichen ist nichts anderes als 
die oben aufgefundene Funktion ^ und die andern sind durch die 
identischen Gleichungen y^ = y^, ■ - .,y« = y» gegeben. 

Daher werden alle Elemente dieser Determinante unterhalb der 
Hauptdiagocale Null und die Elemente der Hauptdiagouale beziehungs- 



^, 1, 1, ■■■ 1- 
Die Entwicklung unserer Determinante ergiebt hiernach einfach b — , 
Hierdurch ist unsere Behauptung bewiesen. 
Wir können von diesem Lehrsätze eine Anwendung machen bei 
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der Untersuchung darüber, wann eine Funktion von a;^, x^ diese Ver- 
änderlichen stets in der Verbindung 

enthält, dergestalt, dass man sie ohne Weiteres als Funktion dieses 
Binoms ansehen kann. Es mnss, wie wir jetzt erfahren haben, damit 
die Funktion f eine Function von 93 sei, die Jacobische Determinante 
der gegebenen Funktion und von <f Null sein. Also erhält man: 

S^, ß«.J = 

I \ h ! 

Oder mit andern Worten, es raass die Funktion von der Beschaffenheit 
sein, dass 

Ist /% = 1 , h = i = V^^^, dann 
8f ■ df 



Und dies ist die Bedingung dafür, 
plexen Veränderliehen x-i -f- ix^ sei. 



iebt sieh die Bedingung 
>s f Funktion der kom- 



§ 59. Lehrsätze, die sich auf den Fall beziehen, wo die Funktionen 
sich in Faktoren spalten. 
Wir nehmen an, dass die gegebenen Funktionen j/; sämmtlieh 
zurückführbar sind auf die Fonn 



Da dann die Gleichung besteht 
8 a,. 



(i _ 1, 2, . 



.») 



so lässt sieh die Funktionaldeterminante der y schreiben: 
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wenn wir eine erste Zeile mit den Elementen 

M, ■ ■ . 

und eine erste Spalte mit den Elementen 

«0 % u^ . . . u„ 

hinzufügen und durch m^ dividieren. 

Zerlegen wir diese Determinante mit binomischen Elementen in 
andere mit eingliedrigen und beachten, dass auf solche Weise alle die 
entstehenden Determinanten bis auf eine Null werden und dass diese 
einzige von Null verschiedene Determinante den Paktor w" bei sich 
hat, so ergiebt sich schliesslich die Funktional deter min ante der y in 
der Gfestalt: 



(1) 



Sa, 


. '"' 




ul ■ 


2*« 




»!/. 


''S, 


-^ 


8^ ■ 


" 8^. 





Hiermit erscheinen diese neuen Determinanten eingeführt; sie 
sind auf eine von den Jacobischen abweichende Art gebildet, in- 
sofern sie nämlich eine Spalte enthalten, deren Elemente (n -}- 1) 
gegebene Funktionen sind. Die letztere Formel (1) stammt von 
Jacobi. 

Jacobi a. a. 0. Siehe S. 164. Journ. f. Matt. Bd. 12. (1834) S. 40. 

Mit diesem Gegenstände sind noch einige Untersuchungen von 
Casorati (a. a. 0. Ist. Lomb. 1875) und andere noch neuere von 
Torelli (a. a. 0. Rend. Palermo 1893) verknüpft. 

Man pflegt durch K(u^ w^ . . , m„) die Determinante zu bezeichnen, 
die auf der rechten Seite obiger Formel vorkommt; sie ist augen- 
scheinlich eine lineare Verbindung von (ra -|- 1) Jacobischen Determi- 
nanten. Jacobi und nach ihm Casorati haben der Formel (1) eine 
entsprechende für K an die Seite gestellt. Nehmen wir an, die 
Wq itj . . . M„ seien alle von der Gestalt: 



(i- 



.0,1,2,. 



..,) 
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i(»o...«.)- 



und zerlegt man, wie gewöhnlich, in Determinanten mit eingliedrigen 
Elementen, oder einfacher, fügt man zu den Elementen einer jeden 
Spalte die der ersten hinzu, nachdem man sie beziehungsweise mit 



multipliziert hat, so erhalt man schliesslich: 



(2) 



K{u^ %i^... M„) = ^^^K{v^ v^... «„) 



Hieraus wird ersichtlich, dass im TIntei'schied zur Jaeobischen Deter- 
minante die Determinante K einer in gewissem Sinne viel einfacheren 
Gleicliung Genüge leistet, insofern als abgesehen von dem Faktor 
(1 :ii''+') die beiden Seiten dieser Gleichung auf dieselbe Weise ge- 
bildet sind, die eine nämlich aus den w, die andere aus den v. 

Natürlich wird man aus (1), (2) Formeln herleiten tonnen für 
den Fall, wo u^,v nicht Divisoren der y,u sind, sondern Faktoren, 
Es würde zu dem Ende genügen, u^ in (1 ; ii^ und v in (1 : v) zu 
verwandeln. 

Die Determinante K besitzt Eigenschaften, welche ähnlich sind 
denen der Jaeobischen Determinante. So gilt zum Beispiel der Lehr- 
satz (Casorati): 

Wenn K identisch verschwindet, so ist die Gleichung, 
die die (« -|- 1) Funktionen Mg, %, ,..,«„ der n Veränderlichen 
XiX^. . .Xn unter einander verbindet, eine homogene Gleichung 
und umgekehrt. 

Von Bedeutung ist hier die Bemerkung, dass diese Eigenthümlich- 
keit des K stillschweigend schon in einer Arbeit von Clebsch (a. a. 0. 



y Google 



230 Theil II: § 59. Lehrsätze von Torelli. 

Journ. f. Math. Bd. 69) benutzt ist. Man lese dieserhalb weiterhin 
den § 61 nach. 

Zum Beweise des Satzes setzen wir einmal zunächst voraus, dass 
die Beziehung unter den u homogön ist und es sei ^(mo% . ..m„) = 
vom G-rade p. Dann haben wir doch: 

I d0<!u„ d^dti,, 



(3) 






und in Folge der Eulerschen Gleichung weiter noch: 

(4) |l.. + ... + ||_,.. = ,a, = o 

Die Determinante dieser Gleichungen ist mithin Null und eben diese 
Detemiinante ist es, die mit K benannt worden ist. 

Nehmen wir umgekehrt an, die Determinante K verschwinde. 
Alsdann ergiebt sich, da^, wenn nicht alle Minoren »i-ter Ordnung 
in K NuU sind, die linke Seite der G-leichung (4) Null sein muss. 
Wir erhalten also eine Beziehungsgleichung zwischen den u, und diese 
kann nur, wenn wir von einem Faktor absehen, die angenommene 
Gleichung $ = sein, die als eine irreduzibele Gleichung zwischen 
den u voi-ausgesetzt worden, Demgemäss wird der Ausdruck linker 
Hand in (4) ^ als Faktor enthalten und nach Berechnung der Grad- 
zahlen folgt weiter, dass das Verhältniss nur eine Konstante sein kann. 
Hieraus erhellt, dass # einer öleichung Genüge leistet, wie sie beim 
Eulersohen Satze vorkommt, und mithin homogen ist. 

Ohne Schwierigkeit würde man den Nachweis dahin vervoll- 
ständigen, dass auch der Fall einbegriffen würde, wo aRe Minoren 
n-ter Ordnung in K Null sind, und dies würde sich entsprechend fort- 
setzen lassen. 

Diese Betrachtungen haben letzthin eine breite Ausdehnung ge- 
wonnen in einer Arbeit von Torelli (a. a. 0.). Wir wollen ohne 
Weiteres einige der wichtigeren Lehrsätze anführen, die von diesem 
Verfasser gefunden worden sind. 

Wir setzen von den gegebenen Funktionen ^i ■ ■ .y^, anstatt sie 
sämmtlich mit demselben gemeinsamen Faktor versehen zu denken 
(in dem von Jacobi besprochenen Fall war (1 : Mq) dieser Faktor), 
lieber voraus, dass eine jede in zwei Faktoren, wie folgt, zerfallt: 
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Dann ergiebt sich, dass die Jacobische Determinante der y sieb 
in der Determinante darstellt: 



Würde man die ra alle unter einander gleich annebmen, ao würde 
man hieraus wiederum die Jacobische Formel gewinnen. (Siehe 8. 228.) 

Ähnlich würden sich für den Fall, wo ein jedes der y in drei 
Faktoren zerfallt und so fort, andere Formeln auffinden lassen. 

Um einen besonderen Fall noch anzuführen, suchen wir die be- 
treffende Formel, wenn 

Vi = R^^Wi 



Es genügt, nur zu setzen ra^ = «''* , - . ■ j o)„ = ciF" und die Um- 
wandlung der Determinante in passender Weise durchzuführen. 
Man findet als Ergebniss: 



Man kann ähnliche Formeln fiir die Determinante K entwickeln. 
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Setzen wir: 



Die Determinante K geht dann über in die folgende: 



— «„ 

ß« 
f„ 
2"« 3f, 



nnd dies giebfc Veranlassung zu einer noch allgemeineren Formel, als 
die von Casorati ist, die wir oben angeführt haben. 
Setzen wir 



so ergiebt sich nach der Umwandlnng anf der rechten Seite: 



g 60. Umwandlung eines vielfaohen Integrales. 

Eine weitere Übereinstimmnng zwischen den Ableitungen der 
Funktionen einer Veränderlichen und den Funkiionaldeterminanten 
kommt zu Tage bei der Umwandlung von Integralen. 

Um ein einfaches Integral mit Bezug auf die Veränderliche y in 
ein anderes umzuwandeln, bei dem x die Rolle der Veränderhchen 
spielt, hat man bekanntlich die l'unktion unter dem Integralzeichen 
mit der Ableitung der früheren Veränderlichen in Rücksicht auf die 
neue zu multiplizieren. 
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§ 00. Umwandlung eines vielfaohen Integrales, 233 

Eine ähnliche Anweisung hesteht nun für vielfache Integrale, 
nämlich: Hat man ein Tielfaches Integral mit Bezug auf die 
Veränderlichen j/i j/2 ■ ■ ■ !/« ^^ ^^" anderes umzuwandeln mit 
den neuen Veränderlichen Xj^x^-.-x,,, die mit den y durch 
gegebene Gleichungen yerbunden sind, so ist hierzu erforder- 
lich, die Funktion unterhalb des Zeichens zu multiplizieren 
mit der Jacobiaehen Determinante der früheren Veränder- 
lichen in Rücksieht auf die neuen. 

Es sei gegeben das ^ielfaclie Integral 

ffj ■■flt(ll,---<J.)''<Ji--<'9. 

Man setze: 

y. = q). (ir, . . . X,) 

In der zweiten dieser Gleichungen wollen wir an Stelle von x-j 
den aus dei- ersten Gleichung zu entnehmenden Werth einführen^ 
dann wird y^ allein durch if^x^ . . .x„ ausgedröcbt erscheinen. Weiter 
wollen wir in der dritten Gleichung an Stelle Ton x^ x^ die Werthe 
einfuhren, welche aus den beiden ersten Gleichungen sich ergeben; es 
wird damit y^ durch y^y^x^ . . . x^ seinen Ausdruck finden. Indem 
wir so fortfahren, können wir also stets die vorgelegten Gleichungen 
in der folgenden Form uns dargestellt denken: 

!/i = fi (^1 ^ä ■ ■ ■ ^■') 
Vi = fi (yi ^a ■ ■ ■ ^") 
Vs = fs i^/l 1/2^3- ■■ ■^") 

Es sei hierbei bemerkt, dass f^ dieselbe Funktion ist, wie ip^. 
Wir beginnen nun damit, in dem vorgelegten vielfachen Integrale 
die Integration bezüglich y„ auszuführen. Dann können w^r mittelst 
der letzten dieser Gleichungen die Veränderliehe x^ einführen und 
liaben, um in Xn umzuwandeln, nur die Funktion unter dem I 
zeichen mit 

zu multiplizieren. 

Weiter können vrir in entsprechender Weise mit Hilfe d« 
letzten der vorausgehenden Gleichungen die Veränderliche x^- 
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führen, wobei einfach mit (S/i,—! : dXn^i) zu multiplizieren sein wird; 
und so fahren wir dann fort. 

Nach der Umwandlung wird das Integral bezüglich derx schliesslich: 

ff (■■■ fnl^'Ji...l^ä.,ä.....ä.. 

und hierbei ist nicht ausser Acht zu lassen, das3 in R die geeigneten 
Substitutionen geschehen, die dasselbe zu einer Funktion der x machen. 
Die Grösse, mit welcher man demnach die Funktion unter dem 
Integralzeichen zu multiplizieren hat, ist 

Die Funktionen f sind nicht unmittelbar diejenigen, die vorgelegt 
wurden. Wir werden ans diesem Grunde suchen, den letzten Aus- 
druck dergestalt umzuwandeln, dass die unmittelbar gegebenen Funk- 
tionen <p sichtbar werden. Wir wollen zeigen, dass das eben ver- 
zeichnete Produkt der JacobisJihen Determinante der y gleich kommt, 
die man mit Rücksicht auf die x aus den gegebenen Funktionen gi 
fibleitet. 

Wir multiplizieren die Jacobische Determinante 



mit der Determinante 



CVx 






■ 1 



deren Werth gleich 1 ist. 

Fuhren wir die Produktbildung in der Art aus, daas wir die Spalten 
der ersteren Determinante mit den Zeilen der zweiten verbinden, so 
erhalten wir die Determinante, deren allgemeines Glied mit den Ord- 
nungszahlen i,j sich ausdrückt durch: 

{^>3) — — a^ä^ ~- d^dy'i — ■ • ■ — "gi~" dyj_i "■" d^c. 
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Wena wir uns nun die Bildunga weise der Gleichungen f ver- 
jenwärtigen, und wenn wir aus ihnen die Ableitung von yj mit 
zug auf Xi herzuleiten unternehmenj also die, welche man aus den 
gewinnen wurde, nämlich 



erhalten wir, von /} 







Mithin wii-d ersichtlich, 



(•i)-8 



Hier hat man auf der rechten Seite die Ableitung von /} mit Bezug 
auf Xi nur insofern gebildet sieb voiTiustellen, als ir,- explicite in /} ent- 
halten ist. Wenn daher i <jj, dann ist diese Ableitung gleich Null. 
Man erhält hiemach die Produktdeterminante in der Gestalt: 



und dies ist gleich 



HA 







Hl «ä 

dx, 8«, 







V. 






Kf. 



inktionaldetern 



Hiermit ist unser Lehrsatz bewiesen. 

Besondere Unters uijhungen über das Verschwinden v 
nanten findet man bei 

Hahn, Untersuchung der KegelBcbnittnetze , deren Jacobische Form oder 
Hermitesolie Form identiseh verschwindet. M. A, Bd. 15 (1S79) [111—131]. 

Pasch, Notiz über ternäre Formen mit verschwindender Funktionaldeter- 
minaote. M. A. Bd, 18 (1881) S. 93 f. 

Pasch, Verschwindende Determinanten dritten Grades aus ternüren linearen 
Formen. M. A. Bd. 44 (1804) [80—96], 
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§ 61. Systeme von Jaoobisolien Determinanten aus (n -\- 1) runk- 

tionen von n Veränderlichen. Tangentenkoordinaten. Jacobische 

Determinanten von Jaeobisehen Determinanten. 

Lehrsatz von Clehach. 

Nehmen wir an, dass die homogenen Koordinaten j/j y^ V» tiinea 
Punktes einer ebenen Kurve proportional drei homogenen ganzen 
Funktionen der zwei Parameter x-^, x^ vorgelegt sind in folgenden 
Gleichungen: 

weiter, dass man durch Elimination der beiden homogenen Verändor- 
liehen Xj^,^^ erhält: 

Hiermit ist die Gleichung der gegebenen Kurve in homogenen Ko- 
ordinaten dargestellt. Wenn -wir in ihr an Stelle der y deren Werthe 
9) einsetzen, so erhalten wir eine Funktion von x^, x^, die identisch 
verschwindet. 

Daher können wir die Ableitungen von F mit Bezug auf x^ und 



Xg gleich Null f 



83/1 Sx^ ' 



) schreiben: 

dF gy, 
gj/j, dx^ 
dF d<p^ 
' 8y, 8x, ■ 



dF d'p. 



Aus diesen beiden Gleichungen leiten 


wir her, dass die Grossen 


8F 8F dF 


proportional sind den Determinanten der Matrix 




5: Hf 1? 






g Vi g qj, gq>n 

dx^ die, dx. 





und dies sind Jacobisehe Determinanten der drei Funktionen y, diese 
zu zwei und zwei genommen. Nun ist aus der analytischen Geometrie 
bekannt^ dass die Koordinaten der Tangente au die Kurve den drei 
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§ 61. Jacobische Determmanten von Jacobisohen Detevm. 237 

Ableitungen von F gerade proportional aind, mithin dürfen wir 
schliessen, daas die Koordinaten der Tangente nun aueh den drei 
Jacobisehen Determinanten proportional sein werden, die aus je zwei 
Ton den drei Funktionen 'p-i,<ft>'Pi gebildet sind, was sich in den 
Gleichungen ausspricht: 

su^ = J{fpi 953) = ii>i {x^ 3;^) 
0U^ = J{<Pb <P^) = T/'s (x^ x^) 
ß 3 = J((p^ 9)2) = ts (^i Xs) 

Wir bezeichnen mit lern Symbol J die Jacobisehe Determinante. 

Die u orsfhemei hieimit durch x^jX^j ausgedrückt. 

Nach dem &esefcz lei Dualität hat man, um von den u auf die 
)/ ubeizugehen, a f die i de elben Verfahrensweisen anzuwenden; es 
weiden ^nh dan d e / hrtrseits proportional den Jacobischen De- 
terminanten au'5 de 1 ■$ ergeben. 

Hier nimmt Clebsch seinen Ausgangspunkt, um folgenden noch 
ailgememeren Lehi^atz bezüglich der Jacobischen Determinanten fest- 
zustellen 

(Siehe Am ul en <^ 322 angeführten Aufsatz von Glebsch, Journ. f Math. 
Bd. 69.) 

Es mögen (n -\- 1) homogene Funktionen von n Veränder- 
lichen gegeben sein und man bilde aus ihnen, indem man 
je n verbindet, die (;( + 1) Jacobiaehen Determinanten; aus 
diesen bilde man aber wiederum (n -j- 1) Jacobisehe Deter- 
minanten, indem man sie zu je n vereinigt; es müssen dann 
bis auf einen gemeinsamen Faktor diese letzteren Funk- 
tionen dieselben sein, wie die, von denen wir ausgegangen 



Der Nachweis des Lehrsatzes geschieht auf folgende Weise. 

Es seien f^f^. ■ -fs+i die gegebenen {n -j- 1) homogenen Funk- 
tionen, 93^ g>g . . . ^n-\-i ihre Jacobiaehen Determinanten und i^j ^j , . . i^n-|-i 
die Jaeobischen Determinanten der 90. 

Wir stellen die Determinante auf 



8 g., 
8if • 


■ S; «. '. 


f.+i , 


■ %p .... ".... 


. 


■ 2o,f, 2hf, 
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Entwickelt nach den Produkten der Minoren, die in den beiden letzten 
Spalten enthalten sind, nnd der ihnen zugehörigen algebiaischen Kora- 
plemente, ergiebt diese Determinante den Ansdmck: 

^ifi^a^tk — ^aifi^hi'i, = ^ha>k{fii>k — Mi) 

Zieht man indessen von der letzten Zeile die voransgehenden ab, 
beziehungsweise multipliziert mit 

hf, ■■■/;+., 

so werden die beiden letzten Elemente der letzten Zeile Nnll und die 
andern Elemente nehmen die Gestalt an: 

dies ist aber gleicli 

Von diesen beiden Summeu ausdrucken ist der zweite Null, denn, 
erinnern wir uns, dass jedes (pi eben die Punktionaldeterminante für 
n Punktionen unter den f yoretellt, so ist diese Summe nichts andres, 
als die Entwicklung einer Detei-minante, deren Elementenschema aus 
der Matrix der « (w -|- 1) Ableitungen der f hervoi^eht, wenn man 
mittelst einer Zeile Yerrollständigt, deren Elemente die Ab- 
!tungen der f rücksichtlich Xj darstellen; gedachte Summe stellt 
thin gerade die Entwicklung einer Determinante mit zwei identischen 
Zeilen dar. 

Auch die erste Summe verschwindet, weil 

genau der Entwicklung der Determinante S.(f^ . . .fn-i-i) (Siehe § 59) 
gleichkommt, die doch bekanntlich (Siehe S. 229) verschwindet, sobald 
die f homogen sind, wie wir ea hier gerade annehmen. Es wird da- 
her auch die Ableitung dieser Summe mit Bezug auf xj Null sein. 
Wir erfahren hieraus, dass li nach jener Umwandlung alle Stellen 
der letzten Zeile mit Nullwerthen besetzt enthalten wird und können 
daher schliessen, dass R unabhängig von den a und den 6 verschwindet. 
In der Entwicklung von U müssen also verschwinden alle Ko- 
effizienten der verschiedenen Verbindungen von a und 6; das heisst, 
wir können aussprechen, dass man für eine beliebige Kombination 
i, k stets erhält: 

fi^k - fki^i = 



yGoosle 



8 62. Systeme Jacobisthei' Determiiiaüton. 



Daraus folgt: 



■f* 



oder es fallen die f, abgesehen von einem gemeinaamen Faktor, mit 
den ^ zusammen. 

Clebsch bemerkfc in seinem oten angeführten Aufsatz auf S. 356, von 
grosser Wichligkeil sei eine Untersuctung über den Faktor, durch den sich die 
f von den Tfi unterscheiden und er führt oiese Untersuchung auch für die Fälle 
n + 1 = 3 und M 4- 1 = * durch. 

Derselbe Sohriftateller beschäftigt sich dann mit der nämlichen Nach- 
foraeliung noch unter dem Titel; Note au dem Aufsatze „Über eine Eigenschaft 
von Funktionaldeterminanten" im Joum. f. Math. Bd. 70 (1809) [176—181]. 

Eine ähnliche Untersnchang fährt Rosanes in seiner Abnandlung: Über 
Punktionen, welche ein den Funktional determinanten analoges Verhalten aeige». 
Joura. f. Math. Bd. 75 (1873) [166—171], Hier handelt es sich um Determinanten, 
die aus den zweiten Ableitungen von drei gegebenen Funktionen zweier Ver- 
änderlichen gebildet sind. 



§ 62. Systeme Jacobiseher Determinaaten von ?^ Funktionen 
(w -(- 1) Veränderlicher. 

Während wir im Yor angehenden Paragraphen einen bemerkens- 
werthen Lehrsatz über Systeme Jacobischer Detenninanten von (n ~\- 1) 
Funktionen n Veränderlicher mitgetheüt haben, wollen wir hier im 
Gegentheil gewisse Systeme von n Funktionen {n + 1) Veränderlicher 
betrachten. 

Es seien vorgelegt die n Funktionen 



«/i. Vi, 



, V" 



der (n -f" 1) Veränderlichen 



Lassen wir jedesmal eine Veränderliehe bei Seite, so können wir 
(n -\- 1) Jacobische Determinanten darstellen; es sind die in der 
folgenden rechteckigen Matrix enthaltenen. 



dys 8ya 






<)yn ^Vn ^y^ ^Vn 
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Nennen wir min der Reihe nach 

tl ^2 ■ ■ ■ '/'" + I 

die (n -)- 1) Determinanten, die aus dieser Matrix hervorgehen, wenn 
man einfach die 1-te, 2-te, ... (n -j- l)-te Spalte unterdrückt, so be- 
steht dann die Formel: 



^-£-y^^---^c-^y-s 



= 



Diese Formel findet sich bei 

Jttcobi, Theoria novi multiplicatoris systemati aeq^nationum diSerentialium 
vulgarium applicandi, Jouro. f. Math. Bd. 27 (1844) [199—268], 

man kann von ihr auch nachlesen 

Weumann, C, Znr Theorie der Funktionaldeterminanten, M. Ä. Bd. 1 (18G9) 
S. 20S f. 

Es folgt hier der Beweis, den wir für diese Formel geben wollen. 

Wie sieh leicht zeigen lässt, werden die Glieder, die man ge- 
winnt, wenn man die angedeuteten Ableitungen mit abwechselnden 
Vorzeichen summiert, zu zwei und zwei sich zu Null aufheben. 

Wirklieh wird das Glied das zum Beispiel 



enthält, zwei Mal vorhanden sein, einmal wenn von tp^ "^i^ Ableitung 

nach x^ und einmal, wenn von jp^ die Ableitung nach x^ gebildet wird. 

Die Koeffizienten dieser beiden Glieder sind beziehungsweise: 



8».+, 



ihre Summe gleich Null. Auf ähnlichem Wege lässt sich erkennen, 
dass die Koeffizienten der verschiedenen zweiten Ableitungen sämmt- 
lich Null sind und damit ist die oben angegebene Formel bewiesen. 
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§ 63, Die Jacobische Determinante dreier Kurven. 

Die Beschäftigung mit der Funktioiialdeterminante gewinnt eine 
besondere Wichtigkeit in der Lehre ¥on den algebraischen Kurven. 
Wir können hier natürlich bei diesem Gegenstände nicht lange ver- 
weilen, sondei-n werden uns darauf beschränken, nur die hauptsäch- 
hchen Eigenschaften zu erwähnen. 

Es seien gegeben drei algebraische Kurven durch ihre Grleichnngen 
in den homogenen Koordinaten x^, x^, x^: 

Wir wollen die Jacobische Determinante dieser drei Funktionen 
bilden nnd sie gleich Null setzen; wir werden damit die Gleichung 
einer Kurve erhalten und diese heisst die JacobiscLe Kurve für 
das System der drei Kurven. 

Sie besitzt in Hinsicht auf die drei Kurven viele einzigartige 
Eigenschaften. Zunächst ist sie offenbar, wenn m, m', m" die Ord- 
nungszahlen der drei gegebenen Kurven darstellen, selbst eine Kurve 
von der Ordnung 

m -|- m' 4" w*" — 3 

Überdies geht sie durch alle gemeinschaftlichen Funkte 
der drei Kurven hindurch. Denn multiplizieren wir diu zwei 
ersten Spalten der Determinante 



mit Xj und a;^ und fügen f 



r dritten hinzu, nachdem diese mit a 



luitipli 
heit der 



rde, so ergiebt sich ii 
Funktionen w.il' , y- 
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Betrachtet man nun einen den drei Kurven gemeinschaftlichen 
Punkt, so werden für diesen die Elemente der letzten Spalte NuU, 
mithin verschwindet auch die Determinante, 

Man kann die Jaeobische Kurve leicht als einen geometrischen 
Ort bestimmen. 

Ziehen ■wir die Polaren eines Punktes (y^ i/j Vs) "^'^ Bezug auf 
die drei Kuryen. Es ergiebt sich dafür: 

pL X, + P-X. + 1^ X, = 

Nehmen wir an, diese drei Geraden gingen durch einen und den- 
selben Punkt, das heisst also, diese drei Gleichungen würden von dem- 
selben System der Werthe für die X befriedigt werden. Dann muss 
die Determinante des Systems Null sein und es ergiebt sich daher, 
dass der Punkt {y) der Gleichung der Jacobischen Kurve Genüge 
leisten muss. Wir können a 



Die Jacobische Kurve des Systemes dreier Kurven ist 
der Ort solcher Punkte, deren Polargeraden mit Bezug auf 
die drei Kurven sich in ein und demselben Punkte treffen. 

Stellen wir uns vor, die drei Kurven wären von derselben Ord- 
nung. Dann kann man mit ihnen ein sogenanntes Netz bilden 

Xrp -\- lit + v%^0. 
Man hat, wenn man X, ji, v sich ändern lässt, hierin eine doppelt un- 
endliche Schaar von Kurven. 

Die Jacobische Kurve des Systems dreier Kurven wird man dann 
nennen können Jacobische Kurve des Netzes. Betrachtet man 
sie von diesem Gesichtspunkte aus, so kann man für sie zwei recht 
beachtens werthe geometrische Begriffsbestimmungen geben. 

Damit eine beliebige Kurve des Netzes einen Doppelpunkt habe, 
ist nÖthig, dass die drei Bedingungen erfüllt werden: 

Wenn die Koordinaten eines Punktes (x) diesen drei Bedingungen 
genügen, so genügen sie auch der weiteren Bedingung, die dargestellt 
wird, indem man die Determinante der Koeffizienten von l ^,v gleich 
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243 



NuU setzt. Nun bildet diese Determinante gerade die lioise Seite 
in der Gleicliung der Jacobischen Kurve. Also gilt der Satz: 

Die Jacobisehe Kurve eines Netzes ist der Ort der 
Doppelpunkte der Kurven des Netzes. 

Die an eine Kurve (p^ gezogene Tangente wird ausgedrückt durch 



= 



die Tangente zur Kurve i^^ durch 

und hierbei werden die X als die laufenden Koordinaten angesehen, 
(ic) als Berührungspunkt. Wenn die beiden Kurven gemeinschaftliche 
Tangenten haben sollen, so muss, abgesehen von einem Faktor, die 
linke Seite der zweiten Gleichung denselben Betrag haben, wie die 
der ersten, oder also, es müssen die Ableitungen von i/i^ proportional 



sein denen von <p^ und s 
Mit anderen Worten, 



■ für de 
; müssen i 



Berührungspunkt (x). 

le Determinanten der JMatrix 



dx, dx^ 

dii, dipi ; 

8a^ 8x^ dxs I 
Ter schwinden. 

Sind ^^ ^ ^j = die Gleichungen von zwei Kurven des 
Netzes, sind sie also von der Form 

Vi = h'P + f*i'^ + m 

ti = h9 + fa'/' + VgX 
dann hat das Verschwinden aller Determinanten der angeführten 
Matrix das Verschwinden der Determinante, die die Jacobische Kurve 
darstellt, zur weiteren Folge. 
Denn wenn wir in 



Sip 


dx. 


dx. 


ix. 


8» 
i>Xi 


8* 
8^ 


H 


U- 


i 



• dritten Zeile, nachdem i 



lultipliziert wurde, die zweite 



und erste hinzufügen, beziehungsweise mit (tj ^^^ ^a multipliziert, . 
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erhalten wir auf der dritten Zeile genau die Ableitungen von ip^. 
Weiterhin wollen ivir zur zweiten Zeile, nachdem wir sie mit 

mnltiplizierfc haben, die erste hinziifügeii, mit dem Faktor 



versehen und die dritte, nach Vornahme der oben besprochenen Ände- 
rung, multipliziert mit 



So werden in der zweiten Zeile dann genau die Ableitungen von tp^ 
erscheinen. Also wird sich J in eine andere Determinante verwandeln, 
bei der zwei Zeilen mit der vorangehenden Matrix übereinkommen. 
Ist diese Matrix Null, so wird auch die Determinante Null sein. Also 
dürfen wir aussprechen: 

Die Jacobische Kurve des Netzes lässt sich als der Ort 
der Punkte ansehen, in denen zwei Kurven des Netzes sich 
berühren. 



g 64. Hessesehe Determinanten. "Wendepunkte der Kurven. 
Krümmung der Oberflächen. 

Wir wollen zu einer Funktion von n Veränderlichen ihre n ersten 
Ableitungen bilden. Wird aus diesen n Ableitungen die Funktional- 
determinante dargestellt, so ergiebt sich eine symmetrische De- 
terminante, zusammengesetzt aus den Ableitungen zweiter Ordnung 
der gegebenen Funktion, und diese heisst Hessesche Determinante 
der vorgelegten Funktion, weil Hesse zuerst ihre Eigenschaften 
untersucht hat. 

Hesse, Über die Eiimmation der Variabein ans drei algebraischen Glei- 
chungen vom zweiten Grade mit awei Variabein. Jonm. f, Math. Bd, 28 (1844) 
[68—96], wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, München 1897 [89—132]. 

Sylvester, Sketch of a memoir on elimination, transfonnation and cano- 
nical forms. Cambr. Dubl. math. Joum. vol. 6 (1851) [186— äOO]. 

Hesse, Über die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze Funktion 
von n unabhängigen Variabein durch lineare Substitutionen von n andern un- 
abhängigen VarialDeln auf eine homogene Funktion sich zurückführen läset die 
eine Variable weniger enthält, Joum. f. Math, Bd. 42 (1851) [117—124], wieder 
abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, München 1897 [239-296], 

Hesse, Zur Theorie der ganzen homogenen Funktionen. Joum. f. Math. 
Bd. 56 (1859) [263—269], wieder abgedruckt in Hesse, Ges. Werke, Mönchen 
1897 [4SI— 488]. 
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Die Beschäftigung mit der Hesseschen Determinante gewinnt im 

ideren in der Lehre von den Kurven und Oberflächen ihre Be- 
deutung. 

Sei gegeben eine ebene Kurve von der Ordnung m und zwar 
durch die Gleichung in homogenen Koordinaten 
F(x^x^a:^) = 0. 

Die Hessesche Determinante wird augenscheinlich vom Gr<ade 

3 (.» - 2); 

setzen wir sie gleich Null, so erhalten wir die Gleichung einer Kurve 

der Ordnung 3 (m — 2) . In welchen Punkten trifft diese Kurve unsere 

gegebene Kurve? 

Wir wollen einmal zunächst die Gleichung der Kurve nicht in 
homogenen, sondern in rechtwinkligen Koordinaten uns vorstellen, also 

fi's) - 

Bekanntlich wird der Krümmungshalbmesser in einem Punkt der 
Kurve gegeben durch die Gleichung 

f » + !/■•>* 



wo wir unter i/, y" die erste und zweite Ableitiing von y mit Bezug 
auf X verstehen. Wollen wir diesen Halbmesser M mittelst der Ab- 
leitungen von f bezüglich x und y ausdrücken, so haben wir uns der 
Gleichungen zu bedienen: 



-J + U>^' + li'f-o, 



woraus hervorgeht: 



i^+^T-im+mjff 



w 



S'f Sf ef , »Y /8A' 



m+m 
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6i. Wendepunkte v 
Formel durcli die Einführung homogener 



Wir wollen nun dies( 
Koordinaten umwandeln. 

Wir bemerken, dass der Nenner des Ausdruckes für li sich auf 
folgende Weise in Gfestalt einer Determinante schreiben lässt: 



Setzt man indessen: 



8Y 


8Y 


sc 




d^di 


8x 


8Y 


d't 


Sf 
8» 










SO ergiebt sich 

Für Xg== 1 werden x,y übereinstimmen mit Xj^,a^ und die Ab- 
leitungen von F nach a;^, x^ werden genau die entsprechenden Ab- 
leitungen von f mit Bezug auf x, y . 

Wir können leicht nachweisen, dass die Hessesche Determinante 




abgesehen von einem Faktor der oben niedergeschriebenen Determi- 
nante genau gleich kommt, wenn von homogenen Koordinaten der 



: Cartesischen gemacht, wenn also , 
Denn nach der Eulersclien Foinnel ergiebt sich ja: 



mF = = 



- + x, 



, a'-F 



5«s 






und so fort. 

Multiplizieren wir also die Elemente der ersten Spalte mit X-^, 
die der zweiten und dritten mit a:^ und Xg, verbinden die entsprechenden 
Ergebnisse additiv und besetzen damit die Stellen der letzten Spalte, 
so verwandelt sich die voranagehende Determinante in diese: 
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64, Wendepunkte 


von Ku 








m— 1 


d'F 


d'F 


^B 


dx^ dx^ 


9V 




8'F 

dx, dx. 


d^F 
dx, dx 



und wenden wir nun dieselben Formeln an und addieren zur dritten 
Zeile, die wir mit % multipliziert haben, die erste und die zweite 
beziehungsweise multipliziert mit x^^ und x^, so ergiebt sich: 






I 3«! d», \ 

■Wie man sieht, würde bei Annahme von ^g = 1 die Funktion F 
übergehen in f und die Ableitungen bezüglich x^^, x^ Ül>ergehen in 
die auf x, y sieh beziehenden, also würde fl" abgesehen von dem Faktor 



gerade mit der oben (Siehe S. 246) niedergeschriebenen Determinante 
übereinkommen. 

Wir können demnach in homogenen Koordinaten schreiben: 

^^, ,,. [(g)'+(S)f 



Hieraus wird ersichtlich, dass an den Punkten der Kurve, wo 
H^Q, also an den Punkten, die Schnittpunkte der Kurve H=0 
und der Kurve F ^^0 sind, von der wir ausgingen, der Krümmungs- 
halbmesser unendlich wird. Das heisst aber, diese Punkte sind Wende- 
punkte für die vorgelegte Kurve. 

Wir erhalten also den Satz; 

Die Hessesche Kurve sehneidet die ursprüngliche Kurve 
in den Wendepunkten der letzteren, mithin giebt es im 
Allgemeinen 3(w* — 2)m Wendepunkte, 
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Parabolische Punkte der Flächen. 



wenu man bedenkt, dass die beiden Kurven 7^ = 0, H = beziehungs- 
weise die Ordnungen m, 3 (m — 2) haben, sich daher in 

3«(».-2) 
Punkten schneiden. 

Wir kommen nun zu den Oberflächen. 

Es sei eine Obei-fläche darch die Gleichung f{xys) = gegeben. 

In diesem Fall wird die Krümmung durch die Formel ausgedrückt: 



a + p' + e/ 
wobei p, q die ersten Ableitungen von s sind nach x und j/, und 
! die zweiten Ableitungen, also: 



r = — = ^ f=^-=^ ?= — ^- = ^-P = ^ 

da:' Bx ' " oy' Sy ' Sx dy dy 8x 

Wir werden nun hier die Ableitungen von f einfüliren, die i 
mit /"j , /"a , /g ; fii , fiü, fiii ■ ■ ■ bezeichnen. Da 

ist, so findet sich: 



«--* 



dp 


^ 




^ 


cy 


_ J^ 


^ 


8q 


h^ 


dx 


dy 





A 




if. 


f. 


8fi 




U 


dx 


8f. 






r = f.i + &!> 



und hiernach kann ohige Determmante geschrieben werden: 



/; 

A /;,+/;,? /„ + /;.!! /■„ 

f, f,,+f„P f,,+f«<J fn 

f.. f„+f„P f,> + f,z'l f„ 



/i f, f, 

J_ I A fn f„ f„ 

'f-'lf, f., f„ f„ 

f> ft, /■» f.. 
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Durct eine Überlegimg, die der vorher angewendeten genau ent- 
spricht, zeigt man, daes diese Determinante, von einem Faktor ab- 
gesehen, sich als die Hessesche Determinante von f darstellt, wenn 
man darin homogene Veränderliche einführt. 

Setzen wir namlicli 

a; ^ -'- , y ^ ■ * I .£=--- 

imd 

F(x^ x^x^x^} = xff(xy£') 
so ergiebt sich dann 

wenn wir mit H die Hessesche Determinante von F bezeichnen. 

Diese Formel entspricht durchaus derjenigen, die man für Kurven 
erhalt. Die Oberfläche 11=0 heisst die Hessesche Fläche und ist 
von der Ordnung 

4(,»-2). 

Die Punkte der versehwindenden Krümmung von F=0 sind 
auf der Hesseschen Fläche gelegen, man nennt sie die parabolischen 
Punkte der Oberfläche. 



g 65, Weitere Untersuchungen über die Hessesclien Determinanten. 

Wir kommen jetzt dazu, im Allgemeinen die Hessesche Determi- 
nante auszurechnen für den Fall, dass mau von homogenen Ver- 
änderlichen zu nicht homogenen übergeht. 

Ea sei F(Xi...x„) eine homogene Funktion vom Grade m in 
den n Veränderlichen x^ . . . x^ und indem man setzt: 

- = X, , . . ., ''^^^' = X-i 



F(x^ ...x^) = x'^fiX^ . . . X„_i) 

also sei f im Grunde dieselbe Funktion, wie die vorgelegte, nur in 
nicht homogenen Veränderlichen geschrieben. 

Wir bilden die Hessesche Determinante von F bezüglich der n 
Veränderlichen 
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. Hessesche Determ. bei niokt homogen 
I Fn ■ ■ ■ -Fl« 



1 Veränderliolieii. 



1^1... F„.„ 

Füget! wir zur letzten Spalte, nachdem wir sie mit Xn multipli- 
ziert haben, die vorausgehenden hinzu, diese beziehungsweise mit 
x^. . . Xn~i multipliziert, und nehmen dabei Bedacht auf die Eulerschen 
Gleichungen, so erhalten wir, abgesehen von einem Paktor, 



Verfairen wir nun auf 
zieren also die erste, zweite, 
addieren sie dann alle zur n- 






F„ 



ähnliche Weise mit den Zeilen, multipli- 
. Zeile beziehungsweise mit x^, x^, ■ . ., 
ten Zeile, nachdem diese letztere vorerst 
mit x„ multipliziert worden, und nehmen wiederum auf die Eulei-schen 
Gleichungen Rücksicht, so ergiebt sich, abgesehen von einem Paktor, 



f. -1,1 - 
F, 



. F,,.^i 
. -f'.-i 



-1 i^«-i 
—~F 



Wie man sieht, ist also jede Spur, die an die Ableitung nach 
x„ erinnern könnte, versehwunden. Setzen wir nun x„= l, so ver- 
wandeln sich die Ableitungen von F in die entsprechenden Ableitungen 
von f bezüglich der nicht homogenen Veränderlichen und es erscheint 
die Determinante; 



. h.- 



fi 



■ ■ f,-u.-i f.-i 



Hiernach wird diese Determinante bis auf einen Zahlenfaktor mit der 

Hesseschen Determinante der vorgelegten Funktion übereinstimmen. 

Wir wollen nun in zweiter Linie prüfen, welche Porm die 

■ Determinante einer homogenen Funktion in n Veräuder- 
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liehen annimmt, wenn diese Veränderlichen einer linearen Transfor- 
mation unterworfen werden. 

Wir werden finden, dass abgesehen von einem Faktor, der von 
den Koeffizienten der Transformation abhängig ist, die Hessesche De- 
terminante unverändert erhalten bleibt; es kommt dies damit Überein 
zn sagen: die Heaaesehe Doteiminante ist eine zur voi^elegten Funk- 
tion kovariante Bildung, 

Man verwandle die x,- durch die Substitutionen 

xt = ^üijyj (i,j = 1, 2, . . . n) 

und setze die Determinante 



Dann behaupten wir: Werden die Bezeichnungen 
E(x), H(,j) 

gewählt beziehungsweise fär die Hesseschen Determinanten 
der Punktion Fix) in x und der aus ihr durch Umwandlung 
entstandenen Funktion in y, so ergiebt sieh einfach 
fl-(j/) = B(är).A' 

Setzen wir fest, es werde F{x) in den y ausgedrückt zu ^{y). 
Man hat nun 

und daraus ersieht man nach Anwendung der Regel für die Multi- 
plikation der Determinanten, dass die Hesaeache Determinante von O 
gleich ist dem Produkte der aus den Elementen ö;i gebildeten De- 
terminante und einer Determinante aus den Elementen 

dy.. ex, 
Nennt man diese Determinante ß, so ergiebt sich also 

ifM-fl.A. 
Nun hat man wiederum die Formel: 

öV^*^ "^ -^ S^t Sx,^ 7^^^ ^ dx^dx^ '^''' 
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und mithin ist die Determinante ß gleich der Hesseaehen Determi- 
nante von F multipliziert mit A. Daraus folgt schliesslich 

wie wir es nachweisen wollten. 

Wenn nach der Umwandlung der x in die y die Funktion O 
eines der y, zum Beispiel j/r nicht enthalten soll, so ist ihre Ab- 
leitung mit Bezug auf y^ gleich Null zu setzen, dann werden also 
alle Elemente einer Zeile von -ff(j/) Null, mithin il{y) und in Folge 
davon auch H{x) gleich Null sein. 

Man sieht hieraus, ist die gegebene Funktion von der Be- 
schaffenheit, dass die Zahl ihrer Veränderliehen um eine 
Einheit verringert wird, wenn sie jene lineare Transforma- 
tion erleidet, dann ist ihre Hossesehe Determinante Null. 

Man stand eine Zeit lang in dem Glauben, ea sei auch der um- 
gekehrte Lehrsatz allgemein wahr, mit andern Worten, es bilde das 
Verschwinden der Heaeeschen Determinante die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass die gegebene homogene Funktion von 
n Veninderhchen sich in eine andere von (w — 1) Veränderlichen 
umwandeln lasse. 

In den beiden zu Anfang des § G4 angeführten Aufsätzen (Journ. 
f. Math, Bd. 42 u. Bd. 56) hatte Hesse geglaubt, diesen Lehrsatz be- 
wiesen zu haben. 

Es ist jedoch im Gegensatz hierzu festgestellt worden, dass der 
Lehrsatz nicht bestehen bleibt für homogene Funktionen 
von mehr als vier Veränderlichen. Hierüber kann man eine 
Arbeit von Gordan und Noether einsehen. 

Gordan und Noether, Über die algebraischen Formen, deren Hesseache 
Determinante identisch verachwindet. M, A. Bd. 10 (1878) [B47— 568]. 

Andere Aufsätze ober denselben Gegenstand finden sich noch von: 

Paach, Zur Theorie der Hesaeachen Determinante, Journ. f. Math. Bd. 80 
(1875) [169— 17SX 

Gordan, Über einen Sata von Hesse. Phys. Med. Soc. Erl. Her. 8. Heft 
<1876) [89—94]. 

Noether, Über die algebraiechen Formen mit identisch verschwindender 
Hessescher Detenuinaate. Phys. Med. Soc. Erl. Ber. 8. Heft (1876) [51—56]. 

Die Möglichkeit der Umwandlung in eine homogene Funktion, 
bei der die Anzahl der Veränderlichen geringer ist, hängt mit dem 
Bestehen einer linearen Beziehung zusammen zwischen den n ersten 
Ableitungen der Funktion und zwar mit konstanten Koeffizienten. 

Denn wirklich, besteht die identische Gleichung: 

c^F^ + c^F^ H f- c^F^ = 

worin die c Konstanten sind und die Fi die ersten Ableitungen der 
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.Funktion F (Javstelten, dann wird, wenn man die folgende lineare 
Transformation ausfahrt: 

^1 = Vi + Ci y.. 
^3 = ?/3 + f a y. 

X^ = Cnyn 

die Ableitiuig von ^ (der umgewandelten Funktion) mit Bezug auf 
tf„ lauten: 

also, es wird 9 die Veränderliche yn nicht mehr enthalten. Umge- 
kehrt, wenn nach der Transformation 



die Funktion * die Veräüderliche s/, nicht mehr enthält, dann wird 
ihre Ableitung bezüglich y„ verschwinden, also wird sein 
0^ dF . , 8F ^ 

oder 

a^^F^ H \~ a„„F^ = 

Wenn also der Hessesche Lehrsatz zu ßecht bestünde, so würde 
auch dieser Satz giltig sein, dass die Beziehung, die sicherlich zwischen 
den ersten Ableitungen vorha?iden sein muss, im Fall die Hessesche 
Determinante gleich Null ist (da ja die Hessesche Determinante nichts 
andres ist als die Jacobische für die n abgeleiteten Funktionen), auch 
stets als eine lineare homogene Gleichung bestehen müsste. Nun 
erweist sich dies als falsch für « > 4. Der Lehrsatz yon Hesse ist 
aber im Gegenfcheil richtig für m < 4. (Siehe die oben angeführten 
Aufsätze von Pasch, Gordan, Noether,) 

Wenden wir dies Ergebniss auf geometrischem Gebiete an, so 
können wir aussprechen; 

Eine Kurve, deren Hessesche Determinante identisch 
verschwindet, zerfällt in Gerade, die von einem Punkte aus- 
gehen. Eine Oberfläche, bei der die Hessesche Determi- 
nante identisch verschwindet, ist ein Kegel. 
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Zahlreiche Untersuchungen sind über die Hesaeache Determinante 
von dem Gesichtspunkte der Geometrie und der Lehre von den Formen 
aua angestellt worden. 

In dem Fall der binären Formen (homogenen Funktionen Yon 
zwei Veränderlichen) erhält man, wenn man die Wurzeln der Heaaeschen 
Determinante mit Bücksicht auf die der gegebenen Form behandelt, 
bemerkenswerthe Ergebniase. Hierzu vergleiche man die Arbeiten 
Ton Gerbaldi und Schonte. 

Gerbaldi, Un teorema suU' Hessiana d'una forma binaria, Kend, Cii'C. 
mat. Pal. t. 3. 1889. parte prima [22—36], 

Sclioute, Sur un thöorfeme relatif ä rHessieniie d'iine forme binaire. 
Rend. Circ. mat. Pal. t. 3. 1889. parte prima [160— 16i]. 
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Aäjung%ette Unterdct Ad]unkte Siehe alRebi aisches Komfilemeat 
iigfeftra B cft«s KomplemPnt =^ adjungieitei Minor) unterBchieden \on dpu kom- 
pkraente (komplementären Mmor) 13 

das Produkt eines Minors in sein algebraisctea KomplemPnt finem A^j^iegate 
von DeterminantPnghedPm gleiohwertnig 14 ff 

piopirtionale Beziehung der algebraischen Kcmplemeate d e au den Ele- 
menten zweier parallelen Eeihen gehören m einer nullwerthigen Det iO f. 

— als Abgeleitete der Det 47 

— bei der kubischen Det 11)0 

Bagitetas Lehrsätze libei BeziPhungtn zwisi-lien Det j.iib IpeipII en Fl menten 
12i ff Fortführung dieser Untersuching darch E Pascal 

Bemmdhsche und LulerBche Zahlen önioh Det dii^estelH § B5 und lo8 

Beiondme bysteme aus Elementen die für jede bpalte awei Wpithe aufnoisen, 
einen in der lirPuzimg mit der Blanptdiagonale und einen aisseikalb 142 f., 
aas den Elementen U und 1 140 144 aui Daratellung ganzer Funktionen 143, 
binäier Formen 144 

Bezout Methode aar Darstellung der Eeaultaute 313 ff 

Bimt und Ctuchy Produktsatz (Multiplikationstheorem) dei Deteiminanten 35, 
Siehe Pioduktdet 

BinormaU/jeffiiienten verschiedene Det deren Elemente — %ii "^lehe inth § 35, 

Bjiosoftis L § 48 Siehe orthogonale Det 

(Joswall L nber Funktionildet 

Cauchi/ siehe Bmet 

L. über die leziproke Det. 

L. über das Produkt zusammengesetzter Det. 

Cayley, Aufgabe mit Bezug auf orthogonale Determinanten § 47. 
Verfahren zur Anfsuohung der Resultante 217 f. 

Clebsch, 1. über Funktionaldet. 

Gramers Formel 306, die Auflösung der linearen Gleichungen botreffend, 

DemiaitOMsdeterminanten =■ Wronskische Det. 

Determinante, begriffliche Erklärung 3, Erweiterung dazu 5. 

: symbolische Bezeichnung nach Cayley, Cauchj 2, umbral notation Syl- 
vesters 83. 

r zugehörige Bezeichnungen; Schema, Ordnung 3. 
: Vorzeiohenbestimmung eines Gliedes 2, allgemeiner (g 2, 2.) 4 f. 
Anzahl der Glieder mit positivem, negativem Vorzeichen 2. 

! Anzahl der Glieder, die besondere Elemente (k Hauptelementc, kein Haupt- 
element) enthalten (§ 13.) 46 ff. Literaturbericht 47, 

: ihre Abgeleitete, wenn ein Element, wenn alle Elemente als veränderlich 
gelten 47 f. 

: ihr Maximalwerth § 63. 

: allgemeine und wesentliche Eigenschaften: Einschränkung auf ein Glied, 
Wirkung der Vertauschung der Zeilen mit den Spalten, der Vertauechung 
von zwei parallelen Reihen, Multiplikation mit einer Zahl h, Unveränder- 
lichkeit, Nullwerden, Zerlegung in ein Aggregat TOn Determinanten 
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(Additionstteorem) , Entwicklung Each Minoren, nach Eandelementen (zwei 
sich kreuzenden Reihen'), Multiplikation mit einer anderen Det. (Produkt- 
determinante), Verfahren der Umwandluag, 

; Verhalten unter besonderen tlmBtänden; Zerlegung in Faktoren, Null- 
werden, TJieilbarkeit, Entwicklung nach Potenzen, Darstellung ala 
Aggregat von Quadraten bei der Det. von Voigt, von Gegenbauer. 

: Beziehungen zwischen den aus denselben n' Elementen hervorgehenden 
Det., Bagneras, Pasoala LehrBätae. 

; Beziehungen zwischen den in einer rechteckigen Matrix enthaltenen Det,, 
VahlenB UnterBuehnng. 

; Besondere Bildungsformen 

a) mit Bezug auf eine Anzahl gegebener Elemente: symmetrische, schiefe, 
halbsymmetrische Det., || ayklisohe, Puchta und Woethersche Det., 
Differenzendeterminante, HankelBciie Det., Det. von Voigt, von Gegen- 
bauer, B Det. von Vandermonde, Wronskiscbe, Jacobische (Funktio- 
naldet.), HeBsesche Det. || aus Bino,mialkoeffizient«n, ans Pakultä ten, 
aus EinheitswurKeln, Det. besonderer Systeme, Kettenbruchdet., Det. 
von Smith, von Dostor. | Det. durch eine Substitutionengmppe beherrscht, 
als allgemeiner Fall über den zyklischen nnd Pnchta-Noetherschen Det. 83. 

b) mit Bezug auf eine gegebene Det. als erzeugende; die Ecziproke, zu- 
sammengesetzte Det,, HuEjadys Det. 

c) mit Bezug auf zwei gegebene Det. ala erzeugende; Kroneokers, Pic- 
quets, Siaccis Lehrsätze, 

— der Ordnung „unendlich", kubische und höhere Det. 

— dient zur Darstellung för BernoulHsche und Eulersche Zahlen, für 
eine ganze Punktion von x, für Potenzsummen der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung, für Koeffizienten gebrochener Funktionen, für 
Ketteubrüche. 

Diagonalen im Schema der Det. 

IHffei-eneiendetertninaKte , siehe ümwandluug der Det. , im Besonderen der 

Hankeischen Det. Siehe auch § 43. 
Dostors Det. g 40, Beispiel einer Determinantentbrm , für die eine gewisse 

Abtheilung von Elementen des Schemas ohne Einfluss sind auf den Werth 

der Det. 
Diskrimimtnte einer Gleichung, Erklärung 220, ihr Verhältniss zur Vander- 

mondeechen Det., dem Differennenprodukt der Wurzeln 129. 220. 

: ihr zwiefacböl' Ausdruck in Determiuantenform 220 f.; als Hankeische 

Det. aus Potenzsummen der Wur^.eln und aus den Koeffizienten der Gleichung 

(die Diskriminante als Eesultante). 

— als Invariante 221. 

: berechnet für gewisse Gleichungen, Literaturbericht 221. 
JEÜnheüswursdn, Det. aus — 138 f. Siehe femer zyklische Det. 
Etn^chränkunff der Det, auf ein Glied aus Diagonalelementen 3. 4. 
Slemenle des quadratischen Schemas, der Matris der Det, 1. 

; Hauptelemente, die der ersten Diagonale (Hauptdiagonale) des Schemas 3. 
Konjugierte — 26. Siehe auch kubische Det. 
EntwicMimg der Det., nach Minoren (§ 4) 14—17: Laplacescher Satz 17, nach 
Elementen einer Reihe 17, nach Produkten eines ^-fachen Minorensystems : 
allgemeiner Laplacescher Satz (Jaeobi) 37 f. 

; Regel von Samis zur — von Det. 3. Ordnung 36, erweitert durch Bonolis 37. 
Fernere Literaturnachweise 37. 

— der kubischen Det. nach den Elementen einer Schicht 190. 

— nach Eandelementen (Cauchy) 43 f. Siehe geränderte Det. 

— nach Potenzen bei besonderer Beschaifenheit ihrer Hauptelemente {§ 11) 
41 ff. Koeffizienten sind dabei die Summen der Hauptminoren von verschie- 
dener Ordnung 42 (angewandt 6ö. 165. 167). 

17* 
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EulefEche Zahlen, sielie Bemoulliache — , 

FakuUätm, Det. aus — § 3li. 

Fihonaecis Eeibe 153, siehe Ketteabrucbdcterminaiite. 

Frankes L., sielie zusammengesetzte Det., seine Beziehungen zu einem Jacöbischeii 

Satze 91. 
FuMionaldetemimaKte , auch Jacobische Det., Erklärung und sjmbolische Be- 
zeichnung 222 f. Literaturbericht 222. 
; allgemeine Eigenschaften nach Sätzen Jacobis § 58. 

: ihr YerBchwinden nothwendige imd hinreichende Bedingung iär die Ab- 
häa^gkeit von Funktionen mehrerer Veränderlichen 225 f. 

; ihre Umformung im Fall, wo die Funktionen einen gemeinsamen Faktor 
haben, in die Det. K 227 f. 

; bei K ^0 Bestehen einer homogenen Gleichung zwischen den (w -\- 1) 
Funktionen u der n Veränderlichen x, Casoratis L. 229 f. 

i S&tze von Torelli, die Jacobische Det. und die Det, K betreffend in Fällen, 
wo die einzelnen Funktionen in Faktoren zerfallen 230 ff. 
-^ bei der Umwandlung vielfacher Integrale dienlieh g 60. 
: L, von Clebach, Jaüobische Det. von Jacobisohen Det. betreffend 237 ff, 
! Systeme Jacobiacher Det. von n Funktionen (n 4- 1) Veränderlicher S 02. 
Funktionen einer Veränderlichen, Siehe Wronskisdie Det, 

; rationale — mehrerer Veränderlichen. Siehe Funktional det. 
Ganze Funktion von x darch eine Det. dargestellt § 38. 
Gebro^ene F^inktion (rationale) oder Brnchftmkfcion, ihre Koeffizienten in Deter- 

minautenform § 41. 
Gegeabimers Det. als Aggregat von Quadraten darstellbar S2. 
Glaisher, L. über zyklische Det 

HalbdeteTminanle, Soheibners Bezeichnung für Pfaffsche Funktion. 
HaHs^mmetrisehe Det. (auch hemi- oder schiefsymmetrische) Erklärung 55. 

: wenn ungerader Ordnung, die — Det. gleich Null 56, ihre Reziproke 
eine symmetrische Det. 57. 

; wenn gerader Ordnung, die — Det. gleich dem Quadrat einer ganzen 
rationalen Funktion (Cayley) 57 {Siebe Pfaffsche Funktion 60), ihre Eeziproke 
eine halbsymmetrische Det. 57, ein jeder ihrer nicht diagonalen Minoren gleich 
dem Produkte zweier Pfafischen Punktionen 63. 

; wenn zugleich symmetrisch mit Bezug auf die zweite Diagonale, so dem 
Quadrate einer Det, der halben Ordnungszahl gleichwerthig 59. 
ÄOMfeisohe Det, (auch orthos jmmetrisohe, persymmetrische,' rekurrierende Det,") 
§ 19. Erklärung 67. 

— darstellbar als Differenzendet, (Hankel) 68, 

— verschwindet, wenn ihre (2» ■ — I) Elemente eine arithmetische Reihe 
bilden, deren Ordnung niedriger als {n — 1) 69, oder wenn sie in geometrischer 
Eeihe fortschreiten 69. 

— einer Konstanten gleichwerthig, wenn jene Elemente eine arithmetische 
Reite der Ordnung (« — 1) darstellen 69, 

! Übergang zu den Wronskischen Det. 69, 

— als Katalektikante (Invariante) der binären Form gerader Ordnung 71, 

: der — Det. verwandte 69 f., als Kanonizante (Kovariante) der binären Form 
ungerader Ordnung 70 f. 
Hesse, L, Siehe Zerlegung der Det, 

: Hessesche Dat. § 61 f, Erklärung 244, eine symmetrische Funktionaldet, 
ans den « ersten Ableitungen einer Funktion, Literaturbericht 244, 

: ihr Verhalten beim Übergang von homogenen zu nicht homogenen Ver- 
änderlichen 249 f, 

: sie bleibt bei Anwendung einer linearen Transformation bis auf das Qua- 
drat der Substitutionsdet. nngeändert 260 ff., eine Kovariante 251. 

: ihr Verschwinden in Beziehung zu der Eigenschaft der gegebenea Funk- 
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tion , in Folge einei' linearen Transformation von einer Verllnderlichen unab- 
hüngig zu werden 363 f. 

; HesBeache Kurve Bchneidet die ihr augehörige Kurve in ihren Wende 
punktea S45 ff. 

; Hessesche Fläohe, in ihr die Punkte verschwindender Krümmung der zu- 
gehörigen Fläche 348 f. 
Hv/nyadys Det. Erklärung 104, ihr Verhältnias zu der sie erzengentleii Det, nach 

dem L. von Sckoltz (Hunyady) 106. Literaturberieht 104. 106. 
Jacobi, Lehrsätze: Siehe reziproke Det., Funktionaldet., Fassung des allgemeinen 
Laplaceschen Satzes. 

: Jacobische Det., siehe Funktion aldet. 

: Jacobische Kurve zu dem System dreier Kurven | 63, ihre Ordnung 241, 
geht durch die gemeinschaftlichen Punkte der drei Kurven 241, als geo- 
metrischer Oi-t 242. 

; Jacobische Kurve eines Netzes 343, als Ort der Doppelpunkte desselben 243, 
als Ort der Berührungspunkte zweier Kurven des Netzes S44. 
Identität, fundamentale, als Grundform, der Beiiehnngen zwischen den Det. einer 

rechteckigen Matrii 121 f. 
Invariaiiien, siehe Haukelscke Det., Resultante, Diskriminante. 

: Invariante Bedingungen für das Vorhandensein zweier, dreier gemein- 
schaftUclier Wurzeln zweier Gleichungen 219. 

: fundamentale — zum Ausdruck der Resultanten dienend, 
Kanoniiante, siehe Hankeische Det. 
Katdläctihante, siehe Hankeische Det, 

Keit&ArucMetertninanten oder Kontinuanten § 46, Erklärung 151. Literatur- 
bericht 166 f, 
: Rekursiottsfonnet 152, für Kontinuanten allgemeinerer Art lfi4, 
: ihre Gliederzahl (Keihe von Fibonacci) 152 f. 
! Quotient zweier — als Näherun gswerth eines Kettenbruchs 153, 
Komplementäre Minoren 13 f., siehe Minor, 

— Schnittlinien (Transversalen) im Schema 36, der Hauptdiagonale parallel 
und paarweise mit dieser gleicliviele Elemente enthaltend, dienen zur Aus- 
sprache der Eegel von Sarrus. 

KiynQugi&t, siehe Elemente. 

Kontinuanien, aiehe Kettenbi'uchdet, 

Kovariamie, Hessesche Det. eine — 251, desgleichen die Kauonizantc, Nebenform 

der Hankeischen Det. 
Kroneckers L,, den Werth einer Det, betreffend, deren Elemente die Produkte 

der Elemente zweier gegebener Det. 107 ff, 
Kuhi&clie Det, § 5t. Erklärung, it' Elemente mit dreifacher Indesbezeichnung 
bilden die kubische Matrix 185 f, Literaturbericht 184 f, 
r vier Diagonalen, Hauptdiagonale, Anfangso'lied 196, 

; ihre Entwicklung, Vorzeichenbestimmung ihrer GKeder 186, zur kubischen 
Matrix gehören drei verschiedene Determinanten 186 f, 

; Schiebten, eine horizontale und zwei vertikale 187, Wirkung der Ver- 
tauschung paralleler Schichten 187 f 

— als Summe von n\ gewöhnlichen Det, 188. 

; symbolisohe Darstellung des Produktes zweier gewöhnlicher Det. (Pa- 
dova) 188 ff, 
; algebraische Komplemente 190, 

; Entwicklung der — Det, entsprechend dem Laplaceschen Satze nach den 
Elementen einer Schicht 190, 

; Produkt einer — Det, und einer gewöhnlichen Det, (Armenante) 190 f, 
iapZaeescher Satz (auch Determinanten -Zerlegungssatz) 17, seine allgemeine 
" j durch Jacobi 37 f., Literaturbericht 38, 

Weiterung § 26. Satze von Reias, Netto 98 f,, Satz von E. Pascal 102 f. 
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Position) (g 2, 3) 5 f., zwischen parallelen Reihen (§ 2, i) G f. ; awischen horizon- 
talen 187, vertikalen 188, paraJlelea ScHchte» der kuhischen Det. 

Voigt, Det. von ^, Erklärung 83, Darstellung durch die Summe zweier Qua- 
drate 82. 

WenäepmMe einer Kurve sind ihre Schnittpunkte mit der Hesaeachen Kurve. 

WTOnsM, Det. von — oder Det. der n Funktionen, des Funktionensyetems 48 ff. 
Erklärung 48, ihre wesenUiehe Bedeutung für die Frage, ob die Funktionen 
des Systems linear abMngig sind von einander oder nicht. Literaiur- 
berieht 48. 

; zwei Eigenschaften dieser Det., einmal ihre Ableitung betreffend 48 f., 
dann ihr Verhalten, wenn jede Funktion des Funktionensjatems mit ein und 
derselben Funktion multipliaiert wird 49 f. 

: Aleph Funktionen, siAie Vandermondeache Det. 

von Zeipels Det., siehe Binomialkoeffl^ieaten. 

Zerhmmg der Det.: in ein Aggregat von Det. (Additionstheorem), bei Anwesen- 
heit mehrgliedriger Elemente (§ 2, 9) 8 f. 

— in zwei lineare Paktoren, wenn das Komplement eines Elementes ver- 
schwindet (Hesse) 44 f. 

— in Faktoren, entsprechend der Ordnungszahl der Det., im besonderen Fall 
der zyklischen Det,, der Det. von Puchta und Noether. 

— m ein Aggregat von Quadraten, siehe Det, von Voigt, Gegenbauer. 
ZirMlanim, siehe zyklische Det. 

Zusamnien^esetisfe Det. (= Compound determinants) Erklärung und Verhäitnies 
zur Reziproken 83. Anordnung ihrer Elemente 86 f. Erweiterter Begriff, all- 
gemeinere Aufgabe Sylvesters % 34. Literaturbericht 83 ff. 

: Beziehung zur eraeugenden Det, Lehrsatz von Spottiswoode (Sylvester) 87f. 

! ihre Minoren in Beziehung zur erzeugenden Det. und deren Minoren 88 f. 
Frankes Lehrsatz 91, 

r ihre Minoren bei beschrBniter Auswahl der an ihrer Bildung betheiligten 
Reihenpaare der erzeugenden Det., dargestellt als Produkt von Potenzen der 
erzeugenden Det. und gewisser Minoren der letzteren 92 ff. Sylvesters Deter- 
minajitensatz 93 f Lehrsatze von D'Ovidio 91 f. 

: Paar zusammengesetzter Det. 2>m, I>n—m den Systemen paarweise kom- 
plementärer Minoren entsprechend 85f., ihr Produkt nach Caucby 86, aus 
beiden durch Multiplikation der homologen Elemente gebildete Det. Satz von 
D'Ovidio 94 f. 
ZykUsehe Det. (auch Zirkulante, doppelt- orthosymmetrische Det.) g 20. Erklärung 
71 f. Sonderfall der Hankeischen Det. 72. Nebenform 74. Schiefzyklische 
Det. 74. Literaturbericht 73 f. 

— als Produkt von n rationalen Funktionen mit Hilfe der «-ten Einheita- 
wurzeln 72 f, 

— aus einer Reihe ganzer 'Zahlen, deren Summe gleich Null, Lehrsatz von 
Stern 78. 

: ProduK zweier zyklischer Det. (Souillart) 78 f. 

: Zurückführung der zyklischen (sohiefzjkbschen) Det. auf gleichartige Det. 
niedrigerer Ordnung, Lehrsätze von Glaisher, Torelli 74 ff, 

; Darstellung der zyklischen Det. (« = 3)») als Produkt einer zyklischen 
und einer schiefzyklischea der halben Ordnungszahl. Lehrsatz von Scott 75 tf., 
erweitert durch Torelli 77. 

; besondere Formen des Schemas der — Det., aus Elementen + 1 Catalan 
139, Ponret 140 f., Studnicka 141 f., aus Gliedern einer arithmetischen Reihe 
Cremona und Lemonnier g 44. 
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